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1 Introduzione

Le statistiche di Fermi-Dirac e di Bose-Einstein descrivono il comportamento di gas quan-
tistici di particelle elementari, rispettivamente fermioniche e bosoniche. Seppur quasi iden-
tiche in forma, le due portano a risultati estremamente diversi. Nella maggior parte dei
casi di interesse fisico, le particelle che compongono i gas possono essere considerate non
relativistiche; tuttavia, ci sono alcune importanti eccezioni.
L’obiettivo della tesi è fornire, utilizzando gli strumenti della meccanica statistica e della
relatività ristretta, una prima e semplificata descrizione del comportamento di gas quan-
tistici, i cui costituenti abbiano natura relativistica, oltre a mostrarne due importanti
applicazioni: lo studio della materia ad alta densità, di cui sono composte alcune stelle, e
la radiazione di corpo nero.
Innanzitutto, saranno derivate le equazioni di stato in forma integrale che governano i gas
quantistici di fermioni e bosoni.
Nella seconda sezione, si otterranno espressioni esplicite per pressione, densità ed energia
di un gas di fermioni, per diversi gradi di relativismo e degenerazione. I risultati saranno
poi applicati allo studio di corpi celesti molto particolari, le nane bianche e le stelle di
neutroni, con particolare attenzione all’equilibrio gravitazionale delle prime.
Nella terza sezione, si studierà il comportamento di un gas di bosoni degenere - ancora una
volta per diversi gradi di relativismo - e si discuterà la possibilità di formazione di conden-
sato di Bose-Einstein. Si mostrerà poi come la radiazione di corpo nero sia descrivibile in
termini di un gas degenere di fotoni.
Infine, si utilizzeranno dati astronomici per verificare la correttezza delle equazioni ricavate.

1.1 Equazioni di stato per gas quantistici

Si consideri un sistema di N particelle identiche e sia Ĥ l’operatore hamiltoniano da cui è
descritto. Si supponga che lo spettro di Ĥ sia indicizzato da un insieme di numeri quantici
p⃗, che possono assumere valori discreti {p⃗0, p⃗1, ...}. Si supponga inoltre che Ĥ possa essere
scritto come

Ĥ =
∑︂
p⃗

Ep⃗ n̂p⃗ , (1.1)

dove Ep⃗ è l’energia dello stato indicizzato da p⃗, mentre gli n̂p⃗ sono detti operatori numero
e agiscono su un’opportuna base di funzioni d’onda {|ψi⟩} restituendo il numero np⃗ di stati
con energia Ep⃗. Chiaramente deve valere

∑︁
p⃗ np⃗ = N . [1]

Avendo fissato il numero di particelle, il problema risulta posto nell’ensamble canonico e
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la funzione di partizione vale

Zcan = tr(e−βĤ) =
∑︂
|ψi⟩

⟨ψi| e−β
∑︁

p⃗ Ep⃗n̂p⃗ |ψi⟩

=
∑︂
|ψi⟩

e−β
∑︁

p⃗ Ep⃗np⃗

=
∑︂
|ψi⟩

∏︂
p⃗

e−βEp⃗np⃗ , (1.2)

dove β = 1/(kBT ) è l’inverso dell’energia termica e tr(Ô) indica la traccia di un operatore.
La restrizione

∑︁
p⃗ np⃗ = N impedisce di procedere con il calcolo; è utile, allora, passare

all’ensamble gran-canonico, lasciando variabile il numero di particelle nel sistema. La
funzione di partizione è data da

Zgc =
∞∑︂
N=0

eβµNZcan =
∞∑︂
N=0

∑︂
|ψi⟩

∏︂
p⃗

e−β(Ep⃗−µ)np⃗ , (1.3)

dove µ è il potenziale chimico. La doppia sommatoria può essere pensata come una somma
su tutti i possibili valori dei numeri di occupazione:

Zgc =
∑︂

{np⃗0
},{np⃗1

},...

[e−β(Ep⃗0
−µ)]np⃗0 [e−β(Ep⃗1

−µ)]np⃗1 ...

=
∑︂
{np⃗0

}

[e−β(Ep⃗0
−µ)]np⃗0

∑︂
{np⃗1

}

[e−β(Ep⃗1
−µ)]np⃗1 ... . (1.4)

Per i fermioni, quindi, si ottiene:

Zgc =
∏︂
p⃗

1∑︂
np⃗=0

[e−β(Ep⃗−µ)]np⃗ =
∏︂
p⃗

[1 + e−β(Ep⃗−µ)] ; (1.5)

mentre per i bosoni, usando la serie geometrica:

Zgc =
∏︂
p⃗

∞∑︂
np⃗=0

[e−β(Ep⃗−µ)]np⃗ =
∏︂
p⃗

[︂ 1

1− e−β(Ep⃗−µ)

]︂
. (1.6)

Si noti che per poter applicare la serie geometrica deve valere exp{−β(Ep⃗ − µ)} < 1,∀p⃗,
cioè µ < minp⃗{Ep⃗}. Le due espressioni precedenti possono essere riassunte come

Zgc =
∏︂
p⃗

[1± e−β(Ep⃗−µ)]±1 , (1.7)
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dove il segno superiore si riferisce ai fermioni e quello inferiore ai bosoni. Il logaritmo della
funzione di partizione è:

ln(Zgc) = ±
∑︂
p⃗

ln(1± e−β(Ep⃗−µ)) . (1.8)

È allora possibile ottenere un’espressione per la pressione P :

βP =
ln(Zgc)

V
= ±

∑︂
p⃗

ln(1± eβ(Ep⃗−µ))

V
; (1.9)

una per il numero medio di particelle ⟨N⟩:

⟨N⟩ =
∑︂
p⃗

⟨np⃗⟩ =
∑︂
p⃗

−kBT
∂ ln(Zgc)

∂Ep⃗

=
∑︂
p⃗

−kBT
∂

∂Ep⃗

[︂∑︂
p⃗′

± ln(1± e−β(Ep⃗′−µ))
]︂

= ∓kBT
∑︂
p⃗

±e−β(Ep⃗−µ)(−β)
1± e−β(Ep⃗−µ)

=
∑︂
p⃗

1

eβ(Ep⃗−µ) ± 1
; (1.10)

e infine una per il valor medio dell’energia ⟨U⟩: [2]

⟨U⟩ = − ∂

∂β
ln(Zgc) = ∓

∑︂
p⃗

∂

∂β
ln(1± e−β(Ep⃗−µ))

= ∓
∑︂
p⃗

±e−β(Ep⃗−µ)(−Ep⃗)
1± e−β(Ep⃗−µ)

=
∑︂
p⃗

Ep⃗

eβ(Ep⃗−µ) ± 1
. (1.11)

Nei casi di nostro interesse (particelle libere con vari gradi di relativismo), l’energia è
indicizzata dal modulo del momento; si scriverà quindi Ep⃗ = Ep. In particolare vale

Ep =
p2

2m
(1.12)

nel caso non relativistico,

Ep =
√︁
m2c4 + p2c2 ≃ mc2 +

p2

2m
− p4

8m3c2
(1.13)

nel caso relativistico e
Ep = cp (1.14)
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nel caso ultra-relativistico. La somma sui momenti, nel limite per grandi volumi, si trasfor-
ma in un integrale, secondo la corrispondenza

∑︁
p⃗ → V

∫︁ d3p
(2πℏ)3 . Inoltre, per non perdere

di generalità, si introduce nelle equazioni la degenerazione di spin (g = 2s+1) come fatto-
re moltiplicativo totale. Le equazioni di stato per un gas quantistico di fermioni o bosoni
diventano quindi

βP = ±g
∫︂

d3p

(2πℏ)3
ln(1± e−β(Ep−µ)) , (1.15)

n = g
⟨N⟩
V

= g

∫︂
d3p

(2πℏ)3
1

eβ(Ep−µ) ± 1
, (1.16)

u = g
⟨U⟩
V

= g

∫︂
d3p

(2πℏ)3
Ep

eβ(Ep−µ) ± 1
, (1.17)

dove n è detta densità volumetrica di particelle e u densità volumetrica di energia. Per
risolvere gli integrali, che sono tutti posti nella forma∫︂

d3p

(2πℏ)3
f(Ep) ,

è utile effettuare un cambio di variabile, per ricondursi alla scrittura∫︂
dE D(E) f(E)

e poter eseguire gli stessi calcoli a prescindere dalla relazione di dispersione tra energia e
momento di volta in volta considerata. L’integrale in dE si intende esteso a tutti i possibili
valori che può assumere l’energia E. D(E) può essere interpretata come la densità di stati
in energia e l’espressione corretta da associarvi è

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ(E − Ep) , (1.18)

con δ(E −Ep) delta di Dirac. La sua espressione sarà chiaramente diversa a seconda della
relazione di dispersione considerata.
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2 Proprietà di un gas degenere di fermioni

2.1 Caso non relativistico

Nel caso non relativistico la densità di stati in energia è data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ
(︂
E − p2

2m

)︂
, (2.1)

ottenuta combinando le equazioni (1.12) e (1.18). Passando a coordinate polari sferiche ed
effettuando il cambio di variabile x = p2/(2m), si ottiene

D(E) =
25/2πm3/2

(2πℏ)3

∫︂
dx x1/2 δ(E − x)

=
(2πmkBT )

3/2

(2πℏ)3
2

π1/2
β3/2E1/2

=
1

λ3
1

Γ(3/2)
β3/2E1/2 , (2.2)

dove nel primo passaggio si è moltiplicato per (kBTβ)3/2 = 1, mentre nel secondo passaggio
si è usata la definizione di lunghezza d’onda termica λ = (2πℏ)/(2πmkBT )1/2 e si è notato
che π1/2/2 = Γ(3/2) con Γ funzione di Eulero. È ora possibile riscrivere le equazioni (1.15),
(1.16) e (1.17) come:

βP =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
d(βE) (βE)1/2 ln(1 + eβµe−βE) , (2.3)

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)1/2

e−βµeβE + 1
, (2.4)

u =
g

λ3
1

Γ(3/2)

1

β

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)3/2

e−βµeβE + 1
. (2.5)

Passando alla variabile di integrazione adimensionale x = βE, si ottiene per la pressione:

βP =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

[︂ d
dx

(︂2
3
x3/2 ln(1 + eβµe−x)

)︂
− 2

3
x3/2

d

dx

(︂
ln(1 + eβµe−x)

)︂]︂
=

g

λ3
1

3
2Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx (−x3/2) eβµe−x

1 + eβµe−x
(−1)

=
g

λ3
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex + 1
, (2.6)

dove si è integrato per parti e si è usato il fatto che nΓ(n) = Γ(n + 1); per la densità di
particelle:

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµex + 1
; (2.7)
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infine per la densità di energia:

u =
g

λ3
1

3
2Γ(3/2)

3

2β

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex + 1

=
3

2β

g

λ3
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex + 1
(2.8)

=
3

2β
βP =

3

2
P .

Le considerazioni e i calcoli svolti sin qui sono del tutto generali e valgono a prescindere
dalle condizioni a cui è sottoposto il sistema. Per studiare ora il comportamento del gas
in condizioni degeneri, si noti che nel limite T → 0, βµ→ ∞ dal momento che µ T→0−−−→ Ef

energia di Fermi. È quindi possibile utilizzare la cosiddetta espansione di Sommerfeld per
riscrivere gli integrali della forma

fm(z) =
1

Γ(m)

∫︂ ∞

0
dx

xm−1

z−1ex + 1
(2.9)

come

fm(z) =
(ln z)m

Γ(m+ 1)

[︂
1 +

π2

6

m(m− 1)

(ln z)2
+

7π4

360

m(m− 1)(m− 2)(m− 3)

(ln z)4
+ ...

]︂
. (2.10)

Osservato che, nel caso in esame, z = exp{βµ} si ottiene:

βP =
g

λ3
(βµ)5/2

Γ(7/2)

[︂
1 +

5π2

8

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.11)

n =
g

λ3
(βµ)3/2

Γ(5/2)

[︂
1 +

π2

8

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.12)

u =
3

2β
βP =

3

2β

g

λ3
(βµ)5/2

Γ(7/2)

[︂
1 +

5π2

8

1

(βµ)2
+ ...

]︂
. (2.13)

È ora possibile ricavare un’espressione per l’energia di Fermi. In condizioni degeneri, le
particelle occupano gli stati ad energia più bassa a disposizione fino ad un livello massimo,
chiamato appunto energia di Fermi. Matematicamente lo si può vedere a partire dall’e-
quazione (2.4): si ha che (exp{β(E − µ)} + 1)−1 T→0−−−→ 1 se E < µ(T = 0) = EF , mentre
(exp{β(E − µ)}+ 1)−1 T→0−−−→ 0 se E > µ(T = 0) = EF . Si ottiene quindi

n = g
(2πmkBT )

3/2

(2πℏ)3
2

π1/2
β3/2

∫︂ EF

0
dE E1/2 =

g

4π2

(︂2m
ℏ2

)︂3/2 2

3
E

3/2
F , (2.14)

da cui si ricava:

EF =
ℏ2

2m

(︂6π2
g
n
)︂2/3

. (2.15)
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Se ora si riscrive (2.12) come

βµ =
(︂λ3
g
Γ(5/2) n

)︂2/3[︂
1 +

π2

8

1

(βµ)2
+ ...

]︂−2/3

≃ β
ℏ2

2m

(︂6π2
g
n
)︂2/3[︂

1− π2

12

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.16)

è possibile ricavare un’espressione per βµ in maniera perturbativa: al primo ordine vale
βµ = βEF - come ci si attende - al secondo ordine

βµ = βEF

[︂
1− π2

12

1

(βEF )2
+ ...

]︂
= βEF

[︂
1− π2

12

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
, (2.17)

dove si è introdotta la temperatura di Fermi, definita da kBTF = EF . Se ora si sostituisce
l’espansione per βµ dentro a (2.11) e (2.13), dopo alcuni calcoli e trascurando contributi
di ordine (T/TF )

4, si ottiene per la pressione [3]

βP =
2

5
nβEF

[︂
1 +

5π2

12

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
(2.18)

e per la densità di energia

u =
3

2β
βP =

3

5
nEF

[︂
1 +

5π2

12

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
. (2.19)

La capacità termica vale quindi:

cV =
∂U

∂T
= V

∂u

∂T
=
π2

2
NkB

T

TF
. (2.20)

Mentre l’entropia vale:

S =
∂(PV − µN)

∂T
=
π2

2
NkB

T

TF
. (2.21)

2.2 Correzioni relativistiche

Per ottenere le correzioni relativistiche alle leggi che governano i gas di fermioni si consideri
la densità di stati data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ
(︂
E −mc2 − p2

2m
+

p4

8m3c2

)︂
, (2.22)

ottenuta combinando le equazioni (1.13) e (1.18). Per procedere con il calcolo, è utile
passare a coordinate polari sferiche ed effettuare il cambio di variabile

x =
p2

2m
− p4

8m3c2
, (2.23)
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che può essere riscritto come

p2 = 2mx+
p4

4m2c2
. (2.24)

Al primo ordine l’espressione per p è la stessa trovata nel caso non relativistico; per la
soluzione al secondo ordine si deve sostituire p2 = 2mx nell’espressione precedente:

p2 = 2mx+
x2

c2
= 2mx

(︂
1 +

1

2

x

mc2

)︂
. (2.25)

Si ottiene quindi
p dp = m dx

(︂
1 +

x

mc2

)︂
, (2.26)

p = (2mx)1/2
(︂
1 +

1

2

x

mc2

)︂1/2
. (2.27)

Per cui

D(E) =
25/2πm3/2

(2πℏ)3

∫︂
dx x1/2

(︂
1 +

1

2

x

mc2

)︂1/2(︂
1 +

x

mc2

)︂
δ(E −mc2 − x)

=
(2πmkBT )

3/2

(2πℏ)3
2

π1/2
β3/2(E −mc2)1/2

(︂
1 +

1

2

E −mc2

mc2

)︂1/2(︂
1 +

E −mc2

mc2

)︂
≃ 1

λ3
1

Γ(3/2)
β3/2(E −mc2)1/2

(︂
1 +

5

4

E −mc2

mc2

)︂
, (2.28)

dove nel primo passaggio si è moltiplicato per (kBTβ)
3/2 = 1, nel secondo si è usata

la definizione di lunghezza d’onda termica λ e si è notato che π1/2/2 = Γ(3/2), mentre
nell’ultimo passaggio si è riscritta la densità di stati in energia trascurando contributi di
ordine [(E −mc2)/(mc2)]2. È ora possibile riscrivere le equazioni (1.15) e (1.16) come:

βP =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

mc2
d(βE) [β(E −mc2)]1/2

(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
ln(1 + eβ(µ−mc

2)e−β(E−mc2)) , (2.29)

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

mc2
d(βE)

[β(E −mc2)]1/2

e−β(µ−mc2)eβ(E−mc2) + 1

(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
. (2.30)

Per l’equazione (1.17) si osservi innanzitutto che

u = g

∫︂ ∞

mc2

d3p

(2πℏ)3
E −mc2 +mc2

eβ(E−µ) + 1
= mc2n+

g

β

∫︂ ∞

mc2

d3p

(2πℏ)3
β(E −mc2)

eβ(E−µ) + 1
, (2.31)

la quale può essere riscritta come:

u = mc2n+
g

λ3
1

Γ(3/2)

1

β

∫︂ ∞

mc2
d(βE)

[β(E −mc2)]3/2

e−β(µ−mc2)eβ(E−mc2) + 1(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
. (2.32)
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Passando ora alla variabile di integrazione adimensionale x = β(E −mc2) e rinominando
µ−mc2 = µ̃, si ottiene per la pressione:

βP =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

{︂ d

dx

[︂2
3
x3/2

(︂
1 +

3

4

x

βmc2

)︂
ln(1 + eβµ̃e−x)

]︂
−

− 2

3
x3/2

(︂
1 +

3

4

x

βmc2

)︂ d

dx

[︂
ln(1 + eβµ̃e−x)

]︂}︂
=
g

λ3
1

3
2Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx(−x3/2)

(︂
1 +

3

4

x

βmc2

)︂ eβµ̃e−x

1 + eβµ̃e−x
(−1)

=
g

λ3

{︂ 1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex + 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

e−βµ̃ex + 1

}︂
(2.33)

dove si è integrato per parti e si è usato il fatto che nΓ(n) = Γ(n + 1); per la densità di
particelle:

n =
g

λ3

{︂ 1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµ̃ex + 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex + 1

}︂
; (2.34)

infine per la densità di energia:

u = mc2n+
g

λ3

{︂ 3

2β

1
3
2Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex + 1
+

+
5

2β

3

2

5

4

1

βmc2
1

5
2
3
2Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

e−βµ̃ex + 1

}︂
= mc2n+

g

λ3

{︂ 3

2β

1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex + 1
+

+
5

2β

15

8

1

βmc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

e−βµ̃ex + 1

}︂
. (2.35)

Anche qui, i calcoli svolti sin ora sono del tutto generali e, per studiare il comportamento del
gas in condizioni degeneri, si fa uso nuovamente dell’espansione di Sommerfeld (2.9-2.10)
al fine di ottenere, dopo alcuni calcoli:

βP =
g

λ3

{︂(βµ̃)5/2

Γ(7/2)

[︂
1+

5π2

8

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂
+

15

8

1

βmc2
(βµ̃)7/2

Γ(9/2)

[︂
1+

35π2

24

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂}︂
, (2.36)

n =
g

λ3

{︂(βµ̃)3/2

Γ(5/2)

[︂
1 +

π2

8

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂
+

15

8

1

βmc2
(βµ̃)5/2

Γ(7/2)

[︂
1 +

5π2

8

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂}︂
, (2.37)

u = mc2n+
g

λ3

{︂ 3

2β

(βµ̃)5/2

Γ(7/2)

[︂
1 +

5π2

8

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂
+

+
5

2β

15

8

1

βmc2
(βµ̃)7/2

Γ(9/2)

[︂
1 +

35π2

24

1

(βµ̃)2
+ ...

]︂}︂
. (2.38)

Si noti subito che la prima correzione relativistica è un termine simile in forma all’espres-
sione non relativistica (entrambi sono polinomi di potenze pari di 1/(βµ̃)), moltiplicata
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però per un fattore adimensionale 1/(βmc2), il quale nel limite c→ ∞ fa sì che sopravviva
solo la prima parte dell’espressione, come ci si aspetta. Un’altra differenza importante è
che la variabile da cui dipendono βP , n e u non è più µ, bensì µ−mc2, conseguenza del-
l’aver considerato nell’espressione dell’energia anche il termine di massa mc2. Per lo stesso
motivo, nell’espressione di u compare un termine aggiuntivo – mc2n – che si potrebbe dire
essere un’energia di punto zero.
L’energia di Fermi si può ricavare in maniera analoga a quanto fatto nella sezione prece-
dente, partendo dall’equazione (2.37). Risulta:

EF,rel = mc2 + EF

(︂
1− 1

2

EF
mc2

)︂
, (2.39)

dove EF è data da (2.15). È possibile, infine, calcolare le correzioni a pressione ed energia
di un gas di fermioni completamente degenere, partendo dalle equazioni (2.36) e (2.38)
troncate al primo ordine e sostituendo µ̃ = EF,rel −mc2. Si ottiene: [4]

βP =
2

5
nβEF

[︂
1− 5

7

EF
mc2

]︂
, (2.40)

u = mc2n+
3

5
nEF

[︂
1− 5

14

EF
mc2

]︂
. (2.41)

2.3 Caso ultra-relativistico

Nel caso ultra-relativistico la densità di stati in energia è data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ(E − cp) , (2.42)

ottenuta combinando le equazioni (1.14) e (1.18). Passando a coordinate sferiche ed
effettuando il cambio di variabile x = cp si ottiene

D(E) =
4π

(2πℏc)3

∫︂
dx x2 δ(E − x)

=
1

(βℏc)3
1

2π2
β3E2

=
1

(π2/3βℏc)3
1

Γ(3)
β3E2 , (2.43)

dove prima si è moltiplicato e diviso per β3 e poi si è riscritto 1/2 come 1/Γ(3) per ottenere
un’espressione quanto più simile possibile a quella non relativistica. Il parametro π2/3βℏc
ha le dimensioni di una lunghezza e svolge un ruolo analogo alla lunghezza d’onda termica
nel caso non relativistico; verrà perciò indicato con il simbolo λ̃. È ora possibile riscrivere
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le equazioni (1.15), (1.16) e (1.17) come:

βP =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
d(βE) (βE)2 ln(1 + eβµe−βE) , (2.44)

n =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)2

e−βµeβE + 1
, (2.45)

u =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

1

β

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)3

e−βµeβE + 1
. (2.46)

Passando alla variabile di integrazione adimensionale x = βE, si ottiene per la pressione:

βP =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

[︂ d
dx

(︂x3
3

ln(1 + eβµe−x)
)︂
− x3

3

d

dx

(︂
ln(1 + eβµe−x)

)︂]︂
=

g

λ̃
3

1

3Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx (−x3) eβµe−x

1 + eβµe−x
(−1)

=
g

λ̃
3

1

Γ(4)

∫︂ ∞

0
dx

x3

e−βµex + 1
, (2.47)

dove si è integrato per parti e si è usato il fatto che nΓ(n) = Γ(n + 1); per la densità di
particelle:

n =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

x2

e−βµex + 1
; (2.48)

infine per la densità di energia:

u =
g

λ̃
3

1

3Γ(3)

3

β

∫︂ ∞

0
dx

x3

e−βµex + 1

=
3

β

g

λ̃
3

1

Γ(4)

∫︂ ∞

0
dx

x3

e−βµex + 1
(2.49)

=
3

β
βP = 3P .

Anche qui, i calcoli svolti sinora sono del tutto generali e, per studiare il comportamento del
gas in condizioni degeneri, si fa nuovamente uso dell’espansione di Sommerfeld (2.9-2.10)
al fine di ottenere, dopo alcuni calcoli: [5]

βP =
g

λ̃
3

(βµ)4

Γ(5)

[︂
1 + 2π2

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.50)

n =
g

λ̃
3

(βµ)3

Γ(4)

[︂
1 + π2

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.51)

u =
3

β
βP =

3

β

g

λ̃
3

(βµ)4

Γ(5)

[︂
1 + 2π2

1

(βµ)2
+ ...

]︂
. (2.52)

È ora possibile ricavare un’espressione per l’energia di Fermi. Con considerazioni analoghe
a quelle fatte nel caso non relativistico sul comportamento di (exp{β(E − µ)} + 1)−1 nel
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limite T → 0, partendo dall’equazione (2.48) si arriva a

n =
g

(π2/3βℏc)3
β3

2

∫︂ EF

0
dE E2 =

g

2π2
1

(ℏc)3
E3
F

3
, (2.53)

da cui si ricava:

EF = ℏc
(︂6π2
g
n
)︂1/3

. (2.54)

Se ora si riscrive (2.51) come

βµ =
(︂ λ̃3
g
Γ(4) n

)︂1/3[︂
1 + π2

1

(βµ)2
+ ...

]︂−1/3

= βℏc
(︂6π2
g
n
)︂1/3[︂

1− π2

3

1

(βµ)2
+ ...

]︂
, (2.55)

si può ricavare un’espressione per βµ in maniera perturbativa: al primo ordine vale βµ =

βEF – come ci si aspetta – al secondo ordine

βµ = βEF

[︂
1− π2

3

1

(βEF )2
+ ...

]︂
= βEF

[︂
1− π2

3

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
, (2.56)

dove si è introdotta la temperatura di Fermi, definita da kBTF = EF . Se ora si sostituisce
l’espansione per βµ dentro a (2.50) e (2.52), dopo alcuni calcoli e trascurando contributi
di ordine (T/TF )

4 si ottiene per la pressione

βP =
1

4
nβEF

[︂
1 +

2π2

3

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
(2.57)

e per la densità di energia

u =
3

β
βP =

3

4
nEF

[︂
1 +

2π2

3

(︂ T

TF

)︂2
+ ...

]︂
. (2.58)

La capacità termica vale quindi:

cV =
∂U

∂T
= V

∂u

∂T
= π2NkB

T

TF
. (2.59)

Mentre l’entropia vale:

S =
∂(PV − µN)

∂T
= π2NkB

T

TF
. (2.60)

2.4 Proprietà della materia ad alta densità

Nei primi anni del ’900, i due fisici Ejnar Hertzsprung e Henry Norris Russell introdussero
in maniera indipendente il diagramma che oggi porta il loro nome, per classificare le stelle
in base a luminosità e temperatura (Figura 1). Nel diagramma è chiaramente visibile una
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sequenza principale, dove si collocano la maggior parte delle stelle, e alcune eccezioni: da un
lato le giganti e le super-giganti, molto più luminose di altre stelle con simile temperatura,
dall’altro le nane bianche, molto più flebili.

Figura 1: Diagramma di Hertzsprung-Russell.

Le proprietà delle seconde, assieme a quelle di altri corpi celesti molto particolari, le stelle di
neutroni, possono essere spiegate grazie alla teoria appena vista sui gas degeneri di fermioni.
Le nane bianche risultano correttamente descritte da un gas degenere di elettroni e nuclei
atomici; le stelle di neutroni da un gas degenere di neutroni.
In ultima analisi, il loro comportamento particolare è dovuto alle elevate densità che si
generano, per cui spesso si usa il termine "materia ad alta densità".

2.4.1 Equazioni di stato per nane bianche e stelle di neutroni

Il termine "materia ad alta densità" fa riferimento a tutte le situazioni in cui il volume a
disposizione di un atomo (v = V/N = 1/n) sia minore delle usuali dimensioni dell’atomo
stesso: si genera così un plasma di elettroni e nuclei, in cui i singoli componenti perdono
la loro individualità. Vediamo qualitativamente come cambiano le proprietà della materia
all’aumentare della densità. [6]
Si noti innanzitutto una proprietà fondamentale del gas di elettroni: esso diventa tanto più
ideale quanto più alta è la densità. Infatti, se si considera un gas composto da N elettroni
(e quindi N/Z nuclei, dove Z è il numero atomico medio) si ha che l’energia coulombiana
media per elettrone è (Ze2)/(4πϵ0a) con e carica dell’elettrone e a distanza media dal
nucleo. La distanza a è dell’ordine di [V/(N/Z)]1/3 = (Z/n)1/3. Tanto più l’energia
coulombiana sarà minore dell’energia di Fermi, tanto più il gas sarà ideale; riprendendo
l’equazione (2.15) — e imponendo g = 2 per gli elettroni — si ottiene

Ze2

4πϵ0(
Z
n )

1/3
≪ ℏ2

2me
(3π2n)2/3 → n≫

(︂ mee
2

4πϵ0ℏ2
)︂3
Z2 =

(︂
α
mec

ℏ

)︂3
Z2 , (2.61)
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dove α = e2/(4πϵ0ℏc) è la costante di struttura fine. È evidente che tanto più grande è
la densità volumetrica di particelle, tanto più sarà soddisfatta la disuguaglianza sopra e
tanto più sarà ideale il gas.
Si introduca ora la massa m′ definita come

m′ =
ρ

n
=
mtot

V

V

N
=
mtot

N
, (2.62)

dove ρ = mtot/V è la densità del gas. La massa m′ può essere stimata - ricordando che si
sta lavorando con un gas formato da N elettroni e N/Z nuclei di massa atomica A - come

m′ =
Nme +

N
Z [Zmp + (A− Z)mn]

N
= me +mp +

A− Z

Z
mn ≃ 2m , (2.63)

dove si sono indicate con mp la massa del protone, con mn la massa del neutrone e nell’ul-
timo passaggio si sono effettuate le approssimazioni mn ≃ mp = m≫ me e A ≃ 2Z.
La precedente condizione su n può allora essere riscritta come una condizione su ρ:

ρ≫ m′
(︂
α
mec

ℏ

)︂3
Z2 = α3Z2ρ0 , (2.64)

dove si è definita una densità di riferimento come ρ0 = m′[(mec)/ℏ]3 = 5, 82 · 107 [g/cm3].
Si noti anche che EF /(mec

2) = (3π2)2/3/2 · (ρ/ρ0)2/3.
Se il gas di elettroni può a tutti gli effetti essere trattato come un gas di Fermi ideale, in
cui cioè T ≪ TF , diverso è il discorso per il gas di nuclei, il quale potrebbe essere ancora
lontano dall’essere tale. In ogni caso, il suo contributo alla pressione e alle altre quantità
fisiche di interesse è sempre trascurabile, per via dell’alta massa dei nuclei.
Inizialmente il gas di elettroni è non relativistico e la pressione vale1

P =
(3π2)2/3

5

ℏ2

me
n5/3 =

(3π2)2/3

5

ℏ2

me

(︂ ρ

m′

)︂5/3
= 3, 12 · 106 ρ5/3 [bar] , (2.65)

ottenuta combinando l’equazione (2.15) e la (2.18) troncata al primo ordine, dato che
T ≪ TF . La descrizione risulta accurata fintanto che non diventano importanti le correzioni
relativistiche viste in (2.40); ciò accade se EF /(mec

2) ≪ 1, ovvero in termini di densità
ρ ≪ 23/2/(3π2) · ρ0 = 5, 56 · 106 [g/cm3]. Quando non sussiste più questa disuguaglianza,
si entra in regime relativistico e la prima correzione alla pressione è data da

P =
2

5
nEF

(︂
1− 5

7

EF
mc2

)︂
=

(3π2)2/3

5

ℏ2

me

(︂ ρ

m′

)︂5/3[︂
1− 5

14

(︂3π2
ρ0

)︂2/3
ρ2/3

]︂
(2.66)

= 3, 12 · 106 ρ5/3(1− 2, 28 · 10−5 ρ2/3) [bar] ,

ottenuta a partire da (2.15) e (2.40) in maniera analoga a quanto fatto nel caso non
relativistico. L’aumentare della densità rallenta, quindi, l’aumentare della pressione.
Quando è soddisfatta la condizione opposta rispetto al caso non relativistico — ovvero

1Si considera ρ espressa in [g/cm3]
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ρ≫ 23/2/(3π2) · ρ0 — si entra in regime ultra-relativistico e la pressione vale

P =
(3π2)1/3

4
ℏc
(︂ ρ

m′

)︂4/3
= 4, 89 · 108 ρ4/3 [bar] , (2.67)

ottenuta combinando l’equazione (2.54) e la (2.57) troncata al primo ordine.
A densità ancora più elevate processi quali l’assorbimento di un elettrone da parte di un
nucleo, con conseguente emissione di un neutrino, iniziano a verificarsi. Simbolicamente la
reazione può essere rappresentata da:

AZ + e− → AZ−1 + νe ,

dove AZ indica un nucleo di massa atomica A e carica Ze. Data la scarsa interazione
con la materia, i neutrini lasciano il sistema e non prendono parte all’equilibrio chimico.
Per quanto riguarda i nuclei, il loro potenziale chimico è dato sostanzialmente dalla loro
energia interna, che indichiamo come −ϵA,Z e quindi la condizione di equilibrio è:

EF = µ(ne) = ϵA,Z − ϵA,Z−1 = ∆ . (2.68)

In pratica, una volta che il potenziale chimico raggiunge il valore ∆, ovvero quando la
densità è2

ρ =
m′

3π2

(︂∆

ℏc

)︂3
= 1, 47 · 107 ∆3 [g/cm3] , (2.69)

si instaura una situazione di equilibrio termodinamico, in cui l’aumento della densità di
massa è bilanciato dalla diminuzione del numero di elettroni, la quale fa sì che ne rimanga
costante. In questo regime la pressione vale:

P =
1

4
n∆ =

1

12π2
∆4

(ℏc)3
= 1, 76 · 1018 ∆4 [bar] . (2.70)

L’equilibrio sussiste fin quando quasi tutti gli elettroni non sono stati catturati dai nuclei
e il sistema diventa essenzialmente un gas degenere di neutroni. È facile convincersi che
nella situazione descritta la massa m′ debba essere presa pari alla massa del neutrone: in
un gas formato da una sola specie di particelle, la massa per particella sarà uguale alla
massa della particella stessa. L’energia di Fermi non relativistica sarà quindi

EF =
ℏ2

2mn
(3π2n)2/3 =

(3π2)2/3

2

ℏ2

m
5/3
n

ρ2/3 , (2.71)

che implica
EF
mnc2

=
(3π2)2/3

2

ℏ2

m
8/3
n c2

ρ2/3 . (2.72)

2Si considera ∆ espressa in [MeV]
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Inizialmente il gas di neutroni sarà non relativistico, con pressione data da

P =
(3π2)2/3

5

ℏ2

mn
n5/3n =

(3π2)2/3

5

ℏ2

m
8/3
n

ρ5/3 = 5, 38 · 103 ρ5/3 [bar] ; (2.73)

in seguito relativistico, con la prima correzione data da

P =
(3π2)2/3

5

ℏ2

m
8/3
n

ρ5/3
[︂
1− 5(3π2)2/3

14

ℏ2

m
8/3
n c2

ρ2/3
]︂

= 5, 38 · 103 ρ5/3(1− 1, 50 · 10−10 ρ2/3) [bar] ; (2.74)

e infine ultra-relativistico, con pressione data da

P =
(3π2)1/3

4

ℏc
m

4/3
n

ρ4/3 = 1, 23 · 109ρ4/3 [bar] . (2.75)

Per ultimo, a densità ancor più elevate — dell’ordine delle densità nucleari — fenomeni
dovuti alla forza forte iniziano a giocare un ruolo importante e la presente descrizione
risulta non più valida.

2.4.2 Equilibrio gravitazionale di nane bianche

Vediamo ora come la pressione esercitata da un gas di elettroni degenere permetta la sta-
bilità gravitazionale di corpi celesti a simmetria sferica, come le nane bianche. Si consideri,
a distanza r dal centro del sistema, un volumetto di forma cilindrica di sezione S, altezza
dr e massa dm = ρ(r)Sdr. La differenza di pressione ai suoi capi è dP = P (r+dr)−P (r).
Di conseguenza, sul volumetto agisce la forza dF = SdP , che dovrà essere bilanciata dalla
forza gravitazionale. La massa efficace che è responsabile della forza gravitazionale è:

M(r) =

∫︂ r

0
dr′4πr′2ρ(r′) . (2.76)

La condizione di equilibrio risulta, quindi, dF = −dFgr = −GM(r)dm/r2, che può essere
scritta come:

r2

ρ

dP

dr
= −GM(r) . (2.77)

Derivando ulteriormente per r ambo i membri si ottiene: [4]

1

r2
d

dr

(︂r2
ρ

dP

dr

)︂
= −4πGρ . (2.78)

Riprendendo ora le equazioni (2.11) e (2.12) troncate al primo ordine e sostituendole dentro
(2.78), è possibile ricavare una condizione di equilibrio per il potenziale chimico di un gas
degenere di elettroni non relativistico: [6]

1

r2
d

dr

(︂
r2
dµ

dr

)︂
= −27/2Gm

3/2
e m′2

3πℏ3
µ3/2 = −αµ3/2 . (2.79)
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Se si definisce poi la variabile adimensionale ξ = r/R, con R raggio del corpo, e la funzione
f = α2R4µ, l’equilibrio è dato da

1

ξ2
d

dξ

(︂
ξ2
df(ξ)

dξ

)︂
= −f3/2 . (2.80)

È immediato verificare che ρ ∝ f3/2. Dal momento che per la densità valgono le condizioni
a contorno ρ(0) = cost. = ρ0 e ρ(R) = 0, dovranno valere anche f ′(0) = 0 e f(1) = 0. È
allora possibile risolvere (2.80) in maniera numerica, trovando i risultati f(0) = 178, 2 e
f ′(1) = −132, 4.
Analogamente, nel caso ultra-relativistico, si possono sostituire le equazioni (2.50) e (2.51)
troncate al primo ordine dentro (2.78), per ottenere la condizione di equilibrio:

1

r2
d

dr

(︂
r2
dµ

dr

)︂
= − 4Gm′2

3π(ℏc)3
µ3 = −γµ3 . (2.81)

Passando nuovamente alla variabile ξ e definendo la funzione g = γ1/2Rµ si ottiene

1

ξ2
d

dξ

(︂
ξ2
dg

dξ

)︂
= −g3 . (2.82)

Dopo aver notato che ρ ∝ g3, e che quindi devono valere per g le stesse condizioni a
contorno viste per f , è possibile risolvere numericamente l’equazione (2.82), trovando i
risultati g(0) = 6, 897 e g′(1) = −2, 019. Il grafico in Figura 2 mostra l’andamento della
densità normalizzata ρ(r)/ρ0, in funzione del parametro ξ.

Figura 2: ρ(r)/ρ0 in funzione di ξ.
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Si riprenda ora l’equazione (2.76): estendendo l’integrale all’intervallo [0:R], si ottiene la
massa totale del corpo, indicata semplicemente come M . Osservato poi che nel caso non
relativistico la densità vale ρ(r) = [f(ξ)]3/2/(4πGm′α2R6), si ottiene

M =

∫︂ R

0
dr 4πr2

f3/2

4πGm′α2R6
=

1

Gm′α2R3

∫︂ 1

0
dξ ξ2f3/2 =

−f ′(1)
Gm′α2R3

, (2.83)

dove si è effettuato il cambio di variabile ξ = r/R e si è usata l’equazione (2.80) in modo
da scrivere: ∫︂ 1

0
dξ ξ2f3/2 = −

∫︂ 1

0
dξ

d

dξ
(ξ2f ′(ξ)) = −ξ2f ′(ξ)

⃓⃓⃓1
0
= −f ′(1) . (2.84)

È quindi possibile ricavare una relazione che leghi raggio e massa di una nana bianca:

R =
(︂
− f ′(1)

Gm′α2M⊙R3
⊙

)︂1/3
R⊙

(︂M⊙
M

)︂1/3
= 0, 0126 R⊙

(︂M⊙
M

)︂1/3
, (2.85)

dove M⊙ e R⊙ sono rispettivamente massa e raggio del sole. L’equazione (2.85) conferma
due importanti osservazioni sperimentali: la prima, che una nana bianca con massa pa-
ragonabile a quella del sole ha circa le dimensioni della terra (R⊕ = 0, 0092R⊙, con R⊕

raggio della terra); la seconda, che più le nane bianche sono massive, più sono piccole,
contrariamente a quanto ci si aspetterebbe, e che la relazione tra raggio e massa è del tipo
R ∝M−1/3.
Analogamente, è possibile calcolare la massa totale anche nel caso ultra-relativistico:

M =

∫︂ R

0
dr 4πr2

g3

4πGm′γ1/2R3
=

1

Gm′γ1/2

∫︂ 1

0
dξ ξ2g3 =

−g′(1)
Gm′γ1/2

, (2.86)

dove si effettuato il cambio di variabile ξ = r
R e si è usata l’equazione (2.82) in modo da

ottenere: ∫︂ 1

0
dξ ξ2g3 = −

∫︂ 1

0
dξ

d

dξ
(ξ2g′(ξ)) = −ξ2g′(ξ)

⃓⃓⃓1
0
= −g′(1) . (2.87)

Al contrario del caso non relativistico, nel caso ultra relativistico la massa non dipende dal
raggio; ciò significa che il valore di M appena ricavato è l’unico per cui un gas degenere
di elettroni ultra-relativistico sia in equilibrio gravitazionale. Ulteriori considerazioni mo-
strano che per valori di massa inferiori il gas si espande fino a diventare non relativistico,
mentre per valori di massa superiori tende a contrarsi senza limite. Il valore critico è detto
massa di Chandrasekhar e vale:

M = − g′(1)

Gm′γ1/2M⊙
M⊙ = 1, 44 M⊙ . (2.88)
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3 Proprietà di un gas degenere di bosoni

3.1 Caso non relativistico

Nel caso non relativistico la densità di stati in energia è data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ
(︂
E − p2

2m

)︂
=

1

λ3
1

Γ(3/2)
β3/2E1/2 , (3.1)

come già visto nella sezione precedente nelle equazioni (2.1-2.2). È allora possibile riscrivere
le equazioni (1.15), (1.16) e (1.17) come:

βP = − g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
d(βE) (βE)1/2 ln(1− eβµe−βE) , (3.2)

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)1/2

e−βµeβE − 1
, (3.3)

u =
g

λ3
1

Γ(3/2)

1

β

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)3/2

e−βµeβE − 1
. (3.4)

Passando alla variabile di integrazione adimensionale x = βE, si ottiene per la pressione:

βP = − g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

[︂ d
dx

(︂2
3
x3/2 ln(1− eβµe−x)

)︂
− 2

3
x3/2

d

dx

(︂
ln(1− eβµe−x)

)︂]︂
= − g

λ3
1

3
2Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx (−x3/2) −eβµe−x

1− eβµe−x
(−1)

=
g

λ3
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex − 1
, (3.5)

dove si è integrato per parti e si è usato il fatto che nΓ(n) = Γ(n + 1); per la densità di
particelle:

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµex − 1
; (3.6)

infine per la densità di energia:

u =
g

λ3
1

3
2Γ(3/2)

3

2β

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex − 1

=
3

2β

g

λ3
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµex − 1
(3.7)

=
3

2β
βP =

3

2
P .

Le considerazioni e i calcoli svolti sin qui sono del tutto generali e valgono a prescindere dalle
condizioni a cui il sistema è sottoposto. Per studiare il comportamento del gas di bosoni in
condizioni degeneri, si osservi che la negatività del potenziale chimico, discussa in sezione 1,
impone le disuguaglianze exp{−βµ} > 1 e - per ogni x > 0 - (exp{x − βµ} − 1)−1 <
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(exp{x} − 1)−1. Vale perciò:

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµex − 1
<

g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

ex − 1
=

g

λ3
ζ(3/2) , (3.8)

dove si è riconosciuto l’integrale noto

1

Γ(m)

∫︂ ∞

0
dx

xm−1

ex − 1
= ζ(m) , (3.9)

con ζ funzione zeta di Riemann. La disuguaglianza (3.8) a sua volta impone una condizione
sulla temperatura:

T > Tc =
2πℏ2

mkB

(︂ n

gζ(3/2)

)︂2/3
. (3.10)

A temperature inferiori alla temperatura critica, dunque, la descrizione adoperata sin ora
risulta inappropriata: fisicamente accade che un numero finito di particelle occupa lo stato
ad energia inferiore e bisogna tenerne conto separatamente nel passaggio dalla sommatoria
all’integrale, visto in sezione 1. Il numero di particelle con E > 0 è dato da

NE>0 = V
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

ex − 1

= V g
(︂mkB
2πℏ2

)︂3/2
T 3/2ζ(3/2)

n

n

= V n
gζ(3/2)

n

(︂mkB
2πℏ2

)︂3/2
T 3/2 , (3.11)

ovvero

NE>0 = N
(︂ T
Tc

)︂3/2
. (3.12)

Le restanti N [1 − (T/Tc)
3/2] occupano lo stato con energia E = 0 e non contribuiscono

né all’energia totale né alla pressione del gas. Si tratta di una situazione equivalente alla
coesistenza di due fasi: una di particelle eccitate con E > 0 e una di particelle con E = 0,
detta condensato di Bose-Einstein. Notato che [gζ(3/2)]/λ3 = n(T/Tc)

3/2, si ottiene per
la pressione [3]

βP =
g

λ3
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

ex − 1

=
g

λ3
ζ(5/2)

ζ(3/2)

ζ(3/2)
, (3.13)

ovvero:

βP =
ζ(5/2)

ζ(3/2)
n
(︂ T
Tc

)︂3/2
=
ζ(5/2)

ζ(3/2)
nE>0 . (3.14)
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Di conseguenza, si ricava per la densità volumetrica di energia:

u =
3

2β
βP =

3

2

ζ(5/2)

ζ(3/2)
nkB

T 5/2

T
3/2
c

. (3.15)

La capacità termica allora vale

cV =
∂U

∂T
= V

∂u

∂T
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3/2
, (3.16)

mentre l’entropia, ricordando che in condizioni degeneri µ = 0,

S =
∂(PV − µN)

∂T
=

5

2

ζ(5/2)

ζ(3/2)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3/2
. (3.17)

3.2 Correzioni relativistiche

Per ottenere le correzioni relativistiche alle leggi che governano i gas di bosoni si consideri
la densità di stati data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ
(︂
E −mc2 − p2

2m
+

p4

8m3c2

)︂
≃ 1

λ3
1

Γ(3/2)
β3/2(E −mc2)1/2

(︂
1 +

5

4

E −mc2

mc2

)︂
, (3.18)

già vista nella sezione precedente nelle equazioni (2.22-2.28). È allora possibile riscrivere
le equazioni (1.15) e (1.16) come:

βP =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

mc2
d(βE) [β(E −mc2)]1/2

(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
ln(1− eβ(µ−mc

2)e−β(E−mc2)) , (3.19)

n =
g

λ3
1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

mc2
d(βE)

[β(E −mc2)]1/2

e−β(µ−mc2)eβ(E−mc2) − 1

(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
. (3.20)

Per l’equazione (1.17) si osservi innanzitutto che

u = g

∫︂ ∞

mc2

d3p

(2πℏ)3
E −mc2 +mc2

eβ(E−µ) − 1
= mc2n+

g

β

∫︂ ∞

mc2

d3p

(2πℏ)3
β(E −mc2)

eβ(E−µ) − 1
, (3.21)

la quale può essere riscritta come:

u = mc2n+
g

λ3
1

Γ(3/2)

1

β

∫︂ ∞

mc2
d(βE)

[β(E −mc2)]3/2

e−β(µ−mc2)eβ(E−mc2) − 1(︂
1 +

5

4

β(E −mc2)

βmc2

)︂
. (3.22)
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Passando ora alla variabile di integrazione adimensionale x = β(E −mc2) e rinominando
µ−mc2 = µ̃, si ottiene per la pressione:

βP =
g

λ3

{︂ 1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex − 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

e−βµ̃ex − 1

}︂
; (3.23)

per la densità di particelle:

n =
g

λ3

{︂ 1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµ̃ex − 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex − 1

}︂
; (3.24)

infine per la densità di energia:

u = mc2n+
g

λ3

{︂ 3

2β

1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex − 1
+

+
5

2β

15

8

1

βmc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

e−βµ̃ex − 1

}︂
. (3.25)

Ancora una volta le considerazioni e i calcoli svolti sin qui sono del tutto generali e valgono a
prescindere dalle condizioni a cui il sistema è sottoposto. Per studiare ora il comportamento
del gas di bosoni in condizioni degeneri, si osservi nuovamente che - per via della negatività
di µ̃, discussa in sezione 1 - vale

n =
g

λ3

{︂ 1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

e−βµ̃ex − 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

e−βµ̃ex − 1

}︂
<

g

λ3

{︂ 1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

ex − 1
+

15

8

1

βmc2
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

ex − 1

}︂
=

g

λ3
ζ(3/2)

[︂
1 +

15

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)

1

βmc2

]︂
, (3.26)

la quale a sua volta impone una condizione sulla temperatura:

T >
2πℏ2

mkB

(︂ n

gζ(3/2)

)︂2/3[︂
1 +

15

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)

kBT

mc2

]︂−2/3
. (3.27)

Al primo ordine si ritrova la condizione già vista nel caso non relativistico T > Tc; al
secondo ordine, sostituendo T = Tc nella disuguaglianza sopra e trascurando termini di
ordine [(KBT )/(mc

2)]2 - si ottiene:

T > Tc

[︂
1− 5

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)

kBTc
mc2

]︂
. (3.28)

Nel caso di un gas di bosoni relativistico, dunque, la temperatura critica diminuisce rispetto
al caso non relativistico. Ancora una volta accade che un numero finito di particelle occupa
lo stato ad energia inferiore (E = mc2) e bisogna tenerne conto separatamente nel passaggio
dalla sommatoria all’integrale, visto in sezione 1. Il numero di particelle con E > mc2 è
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dato da

NE>mc2 = V
g

λ3

[︂ 1

Γ(3/2)

∫︂ ∞

0
dx

x1/2

ex − 1
+

15

8

kBT

mc2
1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

ex − 1

]︂
= V

g

λ3
ζ(3/2)

[︂
1 +

15

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)

kBT

mc2

]︂
, (3.29)

ovvero

NE>mc2 = N
(︂ T
Tc

)︂3/2[︂
1 +

15

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)

kBT

mc2

]︂
. (3.30)

Le restanti particelle occupano lo stato con energia E = mc2, contribuendo all’energia
totale grazie al termine di massa, ma non alla pressione. Per la pressione si ottiene

βP =
g

λ3

[︂ 1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

ex − 1
+

15

8

kBT

mc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

ex − 1

]︂
=

g

λ3
ζ(5/2)

[︂
1 +

15

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
, (3.31)

ovvero:

βP =
ζ(5/2)

ζ(3/2)
n
(︂ T
Tc

)︂3/2[︂
1 +

15

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
. (3.32)

Per la densità volumetrica di energia, invece, si ricava

u = mc2n+
g

λ3

[︂ 3

2β

1

Γ(5/2)

∫︂ ∞

0
dx

x3/2

ex − 1
+

5

2β

15

8

1

βmc2
1

Γ(7/2)

∫︂ ∞

0
dx

x5/2

ex − 1

]︂
= mc2n+

g

λ3
3

2
kBT ζ(5/2)

[︂
1 +

2β

3

5

2β

15

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
, (3.33)

ovvero:

u = mc2n+
3

2

ζ(5/2)

ζ(3/2)
nkB

T 5/2

T
3/2
c

[︂
1 +

25

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
. (3.34)

La capacità termica allora vale

cV =
∂U

∂T
= V

∂u

∂T
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3/2[︂
1 +

35

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
, (3.35)

mentre l’entropia, ricordando che in condizioni degeneri µ = 0,

S =
∂(PV − µN)

∂T
=

5

2

ζ(5/2)

ζ(3/2)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3/2[︂
1 +

21

8

ζ(7/2)

ζ(5/2)

kBT

mc2

]︂
. (3.36)

3.3 Caso ultra-relativistico

Nel caso ultra-relativistico la densità di stati in energia è data da

D(E) =

∫︂
d3p

(2πℏ)3
δ(E − cp) =

1

(π2/3βℏc)3
1

Γ(3)
β3E2 , (3.37)
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come già visto nella sezione precedente nelle equazioni (2.42-2.43). Anche qui il parametro
π2/3βℏc sarà indicato con il simbolo λ̃, in quanto analogo alla lunghezza d’onda termica
nel caso non relativistico. È allora possibile riscrivere le equazioni (1.15), (1.16) e (1.17)
come:

βP =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
d(βE) (βE)2 ln(1− eβµe−βE) , (3.38)

n =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)2

e−βµeβE − 1
, (3.39)

u =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

1

β

∫︂ ∞

0
d(βE)

(βE)3

e−βµeβE − 1
. (3.40)

Passando ora alla variabile di integrazione adimensionale x = βE, si ottiene per la pres-
sione:

βP =
g

λ̃
3

1

Γ(4)

∫︂ ∞

0
dx

x3

e−βµex − 1
; (3.41)

per la densità di particelle:

n =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

x2

e−βµex − 1
; (3.42)

infine per la densità di energia:

u =
3

β

g

λ̃
3

1

Γ(4)

∫︂ ∞

0
dx

x3

e−βµex − 1
=

3

β
βP = 3P . (3.43)

Come già visto in precedenza, le considerazioni e i calcoli svolti sin qui sono del tutto
generali e valgono a prescindere dalle condizioni a cui il sistema è sottoposto. Per studiare
ora il comportamento del gas di bosoni in condizioni degeneri, si osservi nuovamente che,
per via della negatività di µ discussa in sezione 1, vale

n =
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

x2

e−βµex − 1
<

g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

x2

ex − 1
=

g

λ̃
3 ζ(3) , (3.44)

la quale a sua volta impone una condizione sulla temperatura:

T > Tc =
ℏc
kB

(︂ π2n

gζ(3)

)︂1/3
. (3.45)

Anche nel caso ultra-relativistico, un numero finito di particelle occupa lo stato ad energia
inferiore e bisogna tenerne conto separatamente nel passaggio dalla sommatoria all’inte-
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grale, visto in sezione 1. Il numero di particelle con E > 0 è dato da

NE>0 = V
g

λ̃
3

1

Γ(3)

∫︂ ∞

0
dx

x2

ex − 1

= V g
(︂ kB

π2/3ℏc

)︂3
T 3ζ(3)

n

n

= V n
gζ(3)

π2n

(︂kB
ℏc

)︂3
T 3 , (3.46)

ovvero:

NE>0 = N
(︂ T
Tc

)︂3
, (3.47)

Le restanti N [1 − (T/Tc)
3] occupano lo stato con energia E = 0 e non contribuiscono né

all’energia totale né alla pressione del gas. Notato che [gζ(3)]/λ̃
3
= n(T/Tc)

3, si ottiene
per la pressione

βP =
g

λ̃
3

1

Γ(4)

∫︂ ∞

0
dx

x3

ex − 1

=
g

λ̃
3 ζ(4)

ζ(3)

ζ(3)
, (3.48)

ovvero

βP =
ζ(4)

ζ(3)
n
(︂ T
Tc

)︂3
=
ζ(4)

ζ(3)
nE>0 . (3.49)

Per la densità volumetrica di energia, invece, si ricava:

u =
3

β
βP = 3

ζ(4)

ζ(3)
nkB

T 4

T 3
c

. (3.50)

La capacità termica allora vale

cV =
∂U

∂T
= V

∂u

∂T
= 12

ζ(4)

ζ(3)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3
, (3.51)

mentre l’entropia, ricordando che in condizioni degeneri µ = 0,

S =
∂(PV − µN)

∂T
= 4

ζ(4)

ζ(3)
NkB

(︂ T
Tc

)︂3
. (3.52)

3.4 Radiazione di corpo nero

La più importante applicazione della statistica di Bose-Einstein riguarda sicuramente la
radiazione di corpo nero. Il corpo nero può essere visto come un gas di fotoni degenere, in
cui cioè µ = 0. [6]
Essendo i fotoni privi di massa, la descrizione appropriata sarà quella di un gas ultra-
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relativistico, in cui energia e momento sono legati da E = cp o, alternativamente, da

E = ℏω = hν =
hc

λ
, (3.53)

dove λ indica la lunghezza d’onda della radiazione, ν la frequenza e ω = 2πν la pulsazione.
Per una descrizione corretta di un gas di fotoni, la degenerazione di spin g deve essere presa
pari a due, in quanto sono possibili due diverse polarizzazioni dell’onda elettromagnetica.
Partendo da (3.39), imponendo µ = 0 e ricordando che n = N/V , si può calcolare il numero
di fotoni compresi tra ω e ω + dω:

dN =
gV

2π2β3ℏ3c3
β3E2dE

eβE − 1

=
gV

2π2ℏ3c3
ℏ3ω2dω

eβℏω − 1

=
V

π2c3
ω2dω

eβℏω − 1
. (3.54)

Moltiplicando poi per ℏω si ottiene l’energia di radiazione compresa nell’intervallo in
questione:

dU =
V ℏ
π2c3

ω3dω

eβℏω − 1
, (3.55)

risultato a cui si sarebbe potuti arrivare a partire da (3.40), con un procedimento analogo a
quello fatto per dN . L’approssimazione di (3.55) a basse frequenze (ℏω ≪ kBT ) restituisce
la cosiddetta formula di Rayleigh-Jeans:

dU = V
kBT

π2c3
ω2dω . (3.56)

Mentre ad alte frequenze (ℏω ≫ kBT ), l’energia decade secondo la legge di Wien:

dU = V
ℏ

π2c3
e−βℏωω3dω (3.57)

Un ulteriore cambio di variabile permette di calcolare la densità di stati e di energia rispetto
alla lunghezza d’onda λ. Notato che ω = (2πc)/λ e quindi |dω| = (2πc dλ)/λ2, si ottiene:

dN =
V

π2c3
4π2c2

λ2
2πc dλ

λ2
1

e2πβℏc/λ − 1
=

8πV

λ4
dλ

e2πβℏc/λ − 1
, (3.58)

dU =
V ℏ
π2c3

8π3c3

λ3
2πc dλ

λ2
1

e2πβℏc/λ − 1
=

16π2ℏcV
λ5

dλ

e2πβℏc/λ − 1
. (3.59)

Il grafico di Figura 3 mostra l’andamento di dU/dλ in funzione di λ per diversi valori della
temperatura T .
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Figura 3: dU/dλ in funzione di λ per diverse temperature.

L’energia totale si ottiene integrando (3.55) su tutti i possibili valori di ω:

U = V
ℏ

π2c3
1

(βℏ)4

∫︂
d(βℏω)

(βℏω)3

eβℏω − 1

= V
k4B

π2ℏ3c3
T 4

∫︂
dx

x3

ex − 1

= V
k4B

π2ℏ3c3
T 4π

4

15

= 4V
(︂ π2k4B
60ℏ3c2

)︂T 4

c
=

4σ

c
V T 4 , (3.60)

dove si è riconosciuta la costante di Stefan-Boltzmann σ = (π2k3B)/(60ℏ3c2) e prima
l’integrale noto ∫︂

dx
x3

ex − 1
= Γ(4)ζ(4) = 6

π4

90
=
π4

15
. (3.61)

Allo stesso risultato si sarebbe potuti arrivare direttamente dall’equazione (3.50) ricordan-
do la definizione di Tc data in (3.45):

U = uV = 3
ζ(4)

ζ(3)
nkB

V T 4

T 3
c

= 3
π4

90 ζ(3)
nkB

k3B
ℏ3c3

2 ζ(3)

π2n
V T 4 = 4

(︂ π2k4B
60ℏ3c2

)︂V T 4

c
, (3.62)

ovvero

U =
4σ

c
V T 4 . (3.63)

Osservato che [ζ(4)nkB]/[ζ(3)T
3
c ] = (4σ)/(3c), è possibile ricavare altre proprietà della
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radiazione di corpo nero: da (3.49) si ottiene che la pressione vale:

P =
ζ(4)

ζ(3)
nkB

T 4

T 3
C

=
4σ

3c
T 4 ; (3.64)

da (3.51) si ricava per la capacità termica:

cV = 12V
ζ(4)

ζ(3)

N

V
kB

(︂ T

TC

)︂3
=

16σ

c
V T 3 ; (3.65)

infine da (3.52) si deduce che:

S = 4V
ζ(4)

ζ(3)

N

V
kB

(︂ T

TC

)︂3
= 4V

4σ

3c
T 3 =

16σ

3c
V T 3 . (3.66)

Un corpo nero, che altro non è se non un oggetto in grado di assorbire interamente la
radiazione elettromagnetica incidente, può essere descritto anche come una cavità su cui è
presente un foro. [7]
Proprio questo modello restituisce una relazione tra densità di energia u e potere emissivo
ϵ (energia emessa per unità di tempo e di superficie):

ϵ =
c

4
u = σT 4 , (3.67)

nota come legge di Stefan-Boltzmann. L’equazione (3.34) gioca un ruolo fondamentale in
astrofisica, perché permette di ottenere informazioni su energia e temperatura dei corpi ce-
lesti a partire dal loro spettro in emissione. Il potere emissivo è legato a un’altra grandezza
fisica, detta luminosità, definita per corpi a simmetria sferica di raggio R come:

L = 4πR2ϵ = 4πσR2T 4 . (3.68)

Rapportando tutto alle misure caratteristiche del sole:

L

L⊙
=

(︂ R

R⊙

)︂2(︂ T

T⊙

)︂4
. (3.69)

Osservando il già citato diagramma di Hertzsprung-Russell (Figura 1), ci si accorge che tra
le stelle poco luminose e molto calde trovano posto non a caso le nane bianche, così chia-
mate proprio perché caratterizzate da un raggio ridotto, mentre tra quelle estremamente
luminose e relativamente fredde vi sono le giganti e le supergiganti.
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4 Conclusioni

Nel lavoro di tesi si sono discusse le proprietà fondamentali dei gas degeneri di fermioni e
bosoni, partendo dalle rispettive equazioni di stato in forma integrale. In particolare, per i
fermioni si sono ricavate l’energia di Fermi, la pressione, l’energia totale, il calore specifico
e l’entropia; per i bosoni la temperatura critica di condensazione, la frazione di particelle
condensate e, ancora una volta, pressione, energia totale, calore specifico ed entropia. Il
tutto per diversi gradi di relativismo.
I risultati sono poi stati utilizzati in ambito astrofisico, il quale, per via delle estreme
densità in gioco, rimane il principale - se non esclusivo - campo di applicazione dei gas
quantistici relativistici. Si è in particolare descritto il comportamento delle nane bianche
e delle stelle di neutroni, ricavando due importanti risultati come la relazione tra massa
e raggio e il limite di Chandrasekhar. Si è, inoltre, studiata la radiazione di corpo nero,
mostrando come questa possa fornire informazioni su temperatura, raggio e luminosità dei
corpi celesti.
La validità delle equazioni presentate può essere verificata con semplici dati reperibili in
internet3. Sirio B, ad esempio, è una nana bianca al carbonio di raggio pari a 0, 0084R⊙ e
massa pari a 1, 00M⊙, che fa parte di un sistema binario. Storicamente, è stata la prima
nana bianca ad essere scoperta [8]: lo studio del moto della sua compagna, Sirio, la quale
sembrava orbitare attorno a un punto fisso nel cielo, fece ipotizzare a F.W. Bessel, nel 1844,
la presenza di una seconda stella nel centro di rotazione. La sua ipotesi fu confermata da
A. Clark solo nel 1862. L’equazione (2.85) prevede per Sirio B un raggio pari a 0, 0126R⊙,
non distante dal valore effettivo, ma nemmeno vicino. Non ci si deve, tuttavia, stupire: la
densità media di Sirio B è di circa 2, 36 · 106 [g/cm3] e, secondo l’equazione (2.66), a tali
densità iniziano a essere importanti le correzioni relativistiche alla pressione, che non sono
state considerate nella derivazione di (2.85).
Per altre nane bianche, per cui le correzioni relativistiche sono meno importanti - seppur
non del tutto trascurabili - si ottengono risultati decisamente migliori: per Keid B, stella di
massa 0, 57M⊙ si ottiene un raggio di 0, 015R⊙, a fronte del dato sperimentale di 0, 014R⊙;
per Gliese 35, o stella di van Maanen, di massa 0, 7M⊙, si ottiene 0, 014R⊙, a fronte dello
0, 013R⊙ sperimentale.
Anche le misure di temperatura corrispondono con le predizioni teoriche: usando i valori
appena calcolati per i raggi e le luminosità tabulate, partendo da (3.69), si ricava per Sirio
B una temperatura di 25.200 [K] contro i 24.000 [K] sperimentali, per Kleid B 16.470 [K]
contro i 16.500 [K] sperimentali, infine per la stella di van Maanen 6.020 [K] contro i
6.750 [K] sperimentali.
Si osservi, inoltre, che nell’equazione (2.85) la massa totale della nana bianca M è pro-
porzionale a m′−5/3, dove m′ è stata definita in (2.62-2.63). In tutti i calcoli si è assunto
m′ ≃ 2m con m massa media del nucleone. Tuttavia, l’approssimazione potrebbe risultare

3In particolare per i valori di massa, raggio, luminosità e temperatura presentati in seguito si è usato il
sito Wikipedia
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scorretta, qualora la stella fosse composta da atomi sufficientemente pesanti da presentare
una sovrabbondanza di neutroni rispetto ai protoni. Ecco che la (2.85) può allora fornire
informazioni anche sulla composizione chimica della stella.
Per concludere, si consiglia a chi volesse approfondire di consultare [4], nel quale è presente
una trattazione completa dei gas quantistici per ogni grado di relativismo, oltre a numerose
altre applicazioni in ambito stellare.
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