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Abstract

In questo elaborato viene preso in considerazione il problema dell’infezione del virus del-
I’HIV, per cui tutt’ora non esiste una soluzione definitiva. Viene presentato un modello
matematico con cui e possibile descrivere I’evoluzione dell’infezione in un paziente sotto-
posto a trattamenti farmacologici con “Reverse transcriptase inhibitors” o con “Protease
inhibitors”. Il modello viene quindi analizzato e linearizzato attorno ai punti di equilibrio.
Viene quindi discussa la stabilita del sistema linearizzato. Si procede infine con la sintesi
di alcuni controllori stabilizzanti che siano in grado di garantire il rispetto di determinate
specifiche di controllo richieste.
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Capitolo 1

L’HIV: nozioni generali sul Virus

1.1 Storia ed evidenze mediche

I primo caso di AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome) riportato in letteratu-
ra risale al 1981, dopo che negli anni '70 furono registrati alcuni casi isolati. Questa
patologia ¢ caratterizzata da una grave compromissione della risposta immunitaria, la
cui manifestazione e costituita dalla comparsa di infezioni e tumori maligni. Si tratta
dello stadio terminale dell’infezione dovuta al virus dell’'HIV (Human Immunodeficiency
Virus), nome attribuitogli solo nel 1986. L’HIV & un virus a RNA che appartiene a una
particolare famiglia virale: quella dei virus retrovirali.

Grazie ad uno specifico enzima, la trascrittasi inversa, i retrovirus sono in grado di tra-
sformare il proprio patrimonio genetico a RNA in un doppio filamento di DNA. Questo va
ad inserirsi nel DNA della cellula infettata (detta “cellula ospite” o “cellula bersaglio”) e
da lairige la produzione di nuove particelle virali. Le principali cellule bersaglio dell’HIV
sono particolari cellule del sistema immunitario, i linfociti T di tipo CD4, fondamenta-
li nella risposta contro svariati tipi di agenti patogeni e oncogeni. L’infezione da HIV
provoca, quindi, un indebolimento progressivo del sistema immunitario, aumentando il
rischio sia di tumori che di infezioni da parte di virus, batteri, protozoi e funghi.

1.2 Le tre fasi

Il decorso dell’infezione puo essere riassunto in tre fasi. Nella fase primaria, successiva-
mente al contagio, la risposta immunitaria non si ¢ ancora attivata, dunque il test per la
diagnosi di sieropositivita risulta negativo; il soggetto tuttavia e particolarmente infettan-
te per via dell’elevata replicazione virale in atto in questo cosiddetto “periodo finestra”,
antecedente alla comparsa degli anticorpi specifici (sieroconversione).

L’infezione acuta decorre molto spesso in modo del tutto asintomatico, mentre a volte
si puo manifestare con un quadro clinico aspecifico che insorge circa 3-6 settimane do-
po il contagio. In questo caso i sintomi possono essere simili a quelli di una sindrome
infuenzale: febbre, mal di gola, malessere generale, stanchezza, sudorazioni, ingrossamen-
to delle ghiandole linfatiche.

Nella seconda fase l'infezione da HIV e caratterizzata da un lungo periodo di latenza
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8 CAPITOLO 1. L’HIV: NOZIONI GENERALI SUL VIRUS

clinica, durante il quale non si ha alcun sintomo o segno di malattia. Durante questa fase
la replicazione del virus nelle cellule del sangue ¢ assente o molto bassa, mentre invece si
mantiene sempre attiva a livello delle ghiandole linfonodali. Non si ha quindi una latenza
biologica dell’infezione; infatti, la persistenza di replicazione negli organi linfoidi provoca
una lenta ma graduale perdita di linfociti CD44. La durata di questa fase & molto varia-
bile e dipende da vari fattori, in particolar modo 'uso di una terapia antiretrovirale. In
assenza di trattamento, nella maggior parte dei pazienti, la malattia decorre mediamente
in 8-10 anni.

Infine, nella terza e ultima fase, si puo parlare di AIDS: 'organismo ¢ fortemente com-
promesso dal diffondersi del virus. La persona affetta € in questa fase quando la con-
centrazione di linfociti CD4 ¢ minore di 200cell/mm3. L’organismo pud sviluppare pa-
tologie opportunistiche, ovvero patologie infettive o neoplastiche determinate da agenti
comunemente presenti nell’ambiente, che non sono patogeni per soggetti il cui sistema
immunitario non € compromesso.

1.3 La trasmissione

Esistono tre diverse vie di trasmissione dell’HIV: ematica, materno-fetale e sessuale.

La trasmissione per via ematica avviene attraverso trasfusioni di sangue infetto o attra-
verso lo scambio di siringhe infette. Questa era una problematica riguardante gli anni
"80 che in seguito nel 1990 venne praticamente del tutto eliminata, grazie a un controllo
scrupoloso delle unita di sangue, al trattamento con calore degli emoderivati e all’accu-
rata selezione dei donatori.

La trasmissione da madre a figlio, detta trasmissione verticale, puo avvenire durante la
gravidanza, durante il parto o con I'allattamento. Il rischio per una donna sieropositiva
di trasmettere 'infezione al feto ¢ circa del 20%. Attualmente tale rischio ¢ ridotto al di
sotto del 2% somministrando un farmaco antivirale (la zidovudina) alla madre durante
la gravidanza e al neonato nelle prime sei settimane di vita.

La trasmissione per via sessuale ¢ nel mondo la modalita di trasmissione piu diffusa del-
I'infezione da HIV. I rapporti sessuali non protetti possono essere causa di trasmissione
dell’infezione.

Tutte le altre modalita di trasmissione sono solitamente molto rare: il virus e presente
in lacrime e saliva, ma ad oggi non e stato dimostrato alcun caso di trasmissione dopo
I’esposizione a questi liquidi biologici. La puntura di insetti ematofagi, i servizi igienici e
gli oggetti di uso comune non sono una via di contagio da HIV.

1.4 Le terapie

Non esistono ancora terapie in grado di eradicare completamente l'infezione di questo
virus; tuttavia esistono dei farmaci in grado di rallentare la progressione dell’infezione,
inibendone la letalita.

Nel 1987 ¢ stato introdotto il primo farmaco antiretrovirale, la zidovudina (Azt), a cui si
sono aggiunti negli anni successivi altri farmaci con diversi meccanismi di azione. Dieci
anni dopo furono introdotti gli inibitori della proteasi, capaci di ostacolare I’enzima virale
necessario per la produzione del rivestimento esterno del virus.
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Recentemente altre classi di farmaci retrovirali hanno acquisito importanza:

e ¢li inibitori della fusione, che bloccano 'ingresso dell’HIV nella cellula ospite impe-
dendo la penetrazione del genoma virale nella cellula ospite;

e gli inibitori della integrasi, che inibiscono l'integrazione del genoma dell’'HIV nel
DNA della cellula ospite, limitando cosi la replicazione virale;

e gli inibitori del Cerb, che inibiscono il recettore Cerb della cellula ospite, bloccando
I’entrata del virus.

A causa della forte tendenza alla mutazione dell’HIV, & necessario non soltanto trovare
farmaci sempre nuovi, ma anche somministrare contemporaneamente piu farmaci antire-
trovirali (terapia combinata).

Attualmente viene proposta alle persone sieropositive una terapia altamente efficace, det-
ta Haart (Higly Active Anti-Retroviral Therapy), che consiste nella combinazione di vari
farmaci antiretrovirali. Occorre tuttavia tenere presente che le attuali strategie terapeu-
tiche, anche se molto efficaci, non consentono la guarigione dall’infezione, ma permettono
di tenerla sotto controllo. Attraverso 'uso del trattamento antiretrovirale, oggi un sog-
getto HIV positivo ha un’aspettativa di vita analoga a quella di un soggetto non infetto,
con una buona qualita di vita.

1.5 Overview della situazione europea e mondiale

Nel novembre 2022 ¢ stato pubblicato dall'ECDC (European Centre for Disease Pre-
vention and Control) e dall'lstituto europeo della WHO ( World Heath Organization) il
rapporto annuale sulle nuove diagnosi di HIV e AIDS in tutto il territorio europeo al 31
dicembre 2021. I dati raccolti apparttengono a 43 Paesi. Nel 2020 e nel 2021 la sor-
veglianza delle nuove diagnosi di infezione da HIV e il Registro Nazionale AIDS hanno
risentito dell’epidemia da COVID-19 che potrebbe aver comportato una sottodiagnosi o
una sottonotifica dei casi. Nel 2021, nella Regione europea dell’OMS sono state indivi-
duate 106.508 nuove diagnosi di HIV (I'incidenza di 12 casi per 100.000 abitanti). La
percentuale e 'incidenza dei casi per macroarea e cosl ripartita:

e 78% nei Paesi dell’Est (32,4 per 100.000 abitanti)
e 16% nei Paesi dell’Ovest (3,9 per 100.000 abitanti)

e 6% negli Stati centrali (3,1 per 100.000 abitanti)
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Figura 1.1: Distribuzione percentuale delle nuove diagnosi di infezione da HIV per modalita di trasmissione 2018.

People living with HIV by WHO region, 2021

AAfrica
25.6 million ! America

/3.8 million

38.4 million

A South-East Asia

people living 3.8 million
with HIV.globally
Europe
2 8 million

\ ~ A Eastern Mediterranean
430000

A Western Pacific

Source: UNAIDS/WHO estimates . 1.9 million

Updated: July 2022

Figura 1.2: Distribuzione geografica delle persone che vivono con il virus dell’HIV

L’incidenza piu elevata di nuove diagnosi HIV si riscontra nella fascia di eta 30-39 anni
(7,3 nuovi casi ogni 100.000 residenti), a seguire nella fascia 25-29 anni (6,6 nuovi casi
ogni 100.000 residenti). In queste fasce di eta l'incidenza negli uomini ¢ 3-4 volte supe-
riore a quelle nelle donne. In generale, i maschi rappresentano il 79,5% dei nuovi casi.

La maggior parte delle nuove diagnosi & dovuta alla trasmissione sessuale (83,5%),il 39,5%
dei quali dovuto a rapporti omosessuali tra uomini. Un dato molto preoccupante ¢ la
tardiva diagnosi dell’infezione, in costante aumento dal 2015: nel 2021, il 44,5% delle
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nuove diagnosi di infezione da HIV e stato diagnosticato tardivamente con un numero
di linfociti CD4 inferiore a 200cell/mm3 e il 63,2% con un numero inferiore a 350cel-
1/mm3. La concentrazione di questi linfociti essendo strettamente collegata al progredire
dell’infezione(diminuiscono gradualmente mentre I'HIV infetta ’organismo),e un indice
significativo di diagnosi tardiva.

Per quanto riguarda i dati sulle persone con una diagnosi di AIDS conclamata, nel 2021
sono stati diagnosticati 382 nuovi casi con una incidenza dello 0.6%, in costante dimi-
nuzione nel tempo. Il 76,4% delle persone diagnosticate con AIDS non aveva ricevuto
una terapia antiretrovirale prima della diagnosi. Tra le patologie di esordio si possono
citare: candidosi (polmonare ed esofagea), linfomi (Burkitt, immunoblastico, cerebrale),
encefalopatia da HIV, micobatteriosi e una percentuale minore di Pneumocystis jirovecii,
toxoplasmosi cerebrale, sarcoma di Kaposi e tubercolosi.
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Capitolo 2

Modello matematico dell’infezione

2.1 Descrizione del modello fisico

Prendiamo ora in considerazione un modello semplificato che descriva schematicamente
I’evoluzione dell’infezione da HIV all’interno dell’organismo umano.

‘ s l k ‘
¥

Healthy cell Free virus Infected cell

O . - 13'@

Figura 2.1: Modello dell’infezione da HIV

La Figura 2.1 mostra come le cellule CD4+ sane interagiscano con quelle infette
e con il virus libero (virus HI nel plasma). I linfociti CD4+ sani sono prodotti da una
sorgente a una frequenza costante s e muoiono con una frequenza d. Quest’ultimi possono
venire a contatto con il virus con una frequenza che e proporzionale al prodotto tra la
loro numerosita e la quantita di cellule di virus libero. La costante di proporzionalita
[ rappresenta l'efficacia del processo di infezione. Le cellule infettate muoiono con una
frequenza po, mentre le cellule di virus libero muoiono con frequenza ;.
Per questo specifico modello consideriamo la presenza di due soli farmaci antiretrovirali:
gli RTIs (Reverse transcriptase inhibitors) e i PIs (Protease inhibitors).
Nel modello preso in analisi, I'effetto del trattamento con RTT si puo considerare come
una costante riduzione delle frequenze di infezione. Il trattamento con PI incide invece
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14 CAPITOLO 2. MODELLO MATEMATICO DELL’INFEZIONE

sulla frequenza con cui le cellule infette producono il virus.

Allo scopo di rappresentare possibili mutevolezze del sistema stesso, supponiamo inoltre
di avere un disturbo z agente sulle cellule sane del sistema immunitario. Indichiamo
con [ e k le variabili di controllo che modellano l'effetto dei medicinali sulle frequenze
di infezione del virus: [ rappresenta 'effetto degli RTIs agendo sulla frequenza con cui
vengono infettate le cellule sane; k rappresenta il trattamento mediante PI, quest’ultimi
agiscono invece sulla frequenza con cui le cellule infette producono il virus.

E dunque possibile analizzare il modello attraverso 1’evoluzione di tre variabili di stato:
la numerosita delle cellule sane T', la numerosita delle cellule infette T* e la numerosita
delle cellule di virus libero per millimetro cubo v.

Il modello fino a qui descritto ¢ rappresentato dalle seguenti equazioni dinamiche, in cui
il tempo t € misurato in giorni:

T =s—dT —BTv+ =
T = BTv — T (2.1)
v =kT" — .

Nel sistema (2.1) la prima equazione descrive il modo in cui la numerosita delle cellule
sane dipende dalla loro frequenza di produzione (s), dalla frequenza di morte delle stesse
(d), dal numero di cellule infette dal virus (8Tv) e da eventuali disturbi(z). La seconda
mostra come la numerosita di cellule infette dipenda dal numero di cellule sane in cui il
virus riesce a penetrare e dal tasso di morte di queste(us7™). Mentre la terza modella
il fatto che le cellule di virus libero dipendano dall’effetto di uno dei medicinali ossia i
PI(kT™*), e dal loro tasso di morte(uv).

2.2 Punti di equilibrio del sistema

Per prima cosa vogliamo conoscere i punti di equilibrio ad ingresso costante delle equazioni
differenziali che descrivono il sistema. Un punto di equilibrio ad ingresso costante per un
sistema dinamico descritto da equazioni differenziali € un punto in cui il sistema permane,
una volta che da esso parta all’istante iniziale, a condizione che l'ingresso applicato al
sistema sia uno specifico ingresso costante.

Assumendo che gli ingressi S e k corrispondenti alla somministrazione di farmaci RTTs
o PI siano costanti e di valore rispettivamente § e k e considerando nullo il disturbo z,
possiamo andare a determinare praticamente i punti di equilibrio ad ingresso costante del
sistema preso in considerazione, ponendo ciascuna delle derivate delle variabili di stato
uguali a zero.

Le equazioni da studiare saranno quindi:

0=s—dTl — Tv
0= BTv — puT* (2.2)
0=kT* — v

Attraverso dei semplici calcoli e possibile arrivare alle soluzioni. In particolare:

dall’ ultima equazione possiamo ricavare che T = %v.

Sostituendo questo risultato nella seconda si ottiene che v = 0 oppure T' = £2L2

%

s

Nel caso in cui ¥ = 0 si ottiene T" =0e T = 7
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— pipg _ A _ s _ d
Altrimenti se T = 5 allora v = a8 7; i
I punti di equilibrio corrispondenti a 5(t) = 8,k(t) = k e z = 0 sono dunque due
Te, I* 5
Teg1 = [Tey | = T =10
Tey [} 0
J— 1H2
Te, T wu .
=t S 1
Teg2 = |Tey | = (T | = |us ~ %3
T T ks _ d
e v 12 B

2.3 Linearizzazione del sistema

Si procede ora con la linearizzazione del nostro sistema intorno ai punti di equilibrio ad
ingresso costante trovati precedentemente. Lo scopo e quello di trovare un sistema lineare
che dia una buona approssimazione del comportamento dinamico del sistema non lineare
vicino alla configurazione di equilibrio. Si vuole procedere in questo modo poiche per
I’analisi e il controllo di sistemi dinamici lineari si hanno a disposizione delle metodologie
piu semplici, rispetto al caso non lineare.
Scelgo x.,2 come punto di equilibrio ad ingresso costante attorno a cui linearizzare il
sistema, poiche coincide con il caso di paziente infetto.Consideriamo, infatti come uscita
del nostro sistema

=0 (2.3)

che rappresenta la numerosita di virus libero nel plasma. D’ora in avanti chiameremo
Teq2 semplicemente .
Il nostro sistema puo essere rappresentato nel seguente modo per opportune funzioni f e

: @(t) = fla(t),ult))
{y@) = c{a(t) -

dove x(t) ¢ la variabile di stato definita come:

151(75) T(t)
x(t) = |za2(t)| = |T*(1) ]|,
x3(t) v(t)

mentre u(t) e 'ingresso di controllo. Per il caso preso in esame consideriamo come variabili
di ingresso gli effetti dei due tipi di medicinali: per gli RTTs la diminuzione della frequenza
di infezione delle cellule sane, rappresentata da (3; mentre per i PIs la diminuzione della
frequenza con cui le cellule infette producono il virus rappresentata da k. Pertanto

Infine y(t) ¢ l'uscita del sistema. Assumiamo essa sia la concentrazione di HIV nel sangue
e quindi y(t) = v(t).
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Come detto in precedenza, indicheremo il punto di equilibrio del sistema con x4, mentre
indicheremo con u., l'ingresso costante che gli corrisponde.

Se z., ¢ un punto di equilibrio per u = u,,, allora f(Zeq, teq) = 0.

Possiamo quindi approssimare f(x(t),u(t)) in un intorno di (x4, u,) attraverso uno
sviluppo di Taylor come:

0 0
fx,u) & f(Tegs Ueq) + 6_£ R (x — xeq) + 8_£ R (U — ueq) (2.5)
Imponendo la condizione f(x¢q,ue,) = 0, si ottiene:
0 0

flz,u) ~ 8_f R (x — xeq) + 8_;7: R (U — ueq) (2.6)

Per I'uscita approssimiamo c¢(x(t)) in un intorno di x.,:

0

o(z) ~ a_; . (& — Teq) (2.7)

Se assumiamo Z(t) = x(t) — Xeq, U(t) = u(t) — ueq € Y(t) = y(t) — c(xeq), le equazioni del
modello di stato linearizzato sono:

x(t) = Az(t) + Bu(t) (2.8)
5(t) = Cx(t) (2.9)
dove

— A e la matrice Jacobiana i cui elementi sono le derivate parziali prime di f rispetto
al vettore z, calcolate in (Zq, Ueq)

— B la matrice degli ingressi i cui elementi sono le derivate parziali prime di f rispetto
al vettore degli ingressi u, calcolate in (xq, Ueq)

— C la matrice dell’uscita del sistema, i cui elementi sono le derivate parziali prime di
c rispetto a .

Le matrici A, B e C saranno rispettivamente:

ofi Ofi Of —=_
W3 9 —d-fv 0 AT
A= |50 o oo =| v —p BT
ofs Of Of 0 ko o—m

8:1?1 81’2 8z3

T=Teq,U=Ueq T=Teq,U=Ueq

ofi 0fr Of =

B =
| 9Jj2 OJ2 0OJ2 | 75
B= |50 50 ou =|Tv 0 0

of  of of 0o T 0

ou1 Ous Ous T=Teq,U=MUeq

T=Teq,U=Ueq

C=1[0 0 1]
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2.4 Funzione di trasferimento

Andiamo ora a trovare la funzione di trasferimento del sistema, ovvero la funzione che
caratterizza il comportamento di un sistema lineare tempo-invariante nel dominio delle
trasformate di Laplace, mettendo in relazione I'ingresso e 1'uscita forzata.

Consideriamo le trasformate di Laplace di (2.8) e (2.9)

X(s) = (s — A)'x(0) + (sI — A)"'BU(s) (2.10)

Y(s) =CX(s) (2.11)

dove I e la matrice identita.
La funzione di trasferimento G(s) si ottiene come

G(s)=C(sI — A)'B. (2.12)
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Capitolo 3

Stabilita del sistema

3.1 Definizioni di stabilita

La stabilita di un sistema ¢ una proprieta fondamentale per lo studio delle sue caratteri-
stiche e per la successiva progettazione di un controllore adatto. Esistono principalmente
due tipi di stabilita: la stabilita asintotica (o interna) e la BIBO stabilita (o esterna).

e Per quanto riguarda la prima, un sistema viene definito asintoticamente stabile se
dopo una perturbazione e in assenza di una sollecitazione in ingresso le sue variabili
di stato nel tempo tendono a ritornare nella configurazione di equilibrio iniziale. E
una proprieta interna poiche non considera ingressi esterni al sistema.

e La BIBO stabilita, invece, riguarda la capacita del sistema di mantenere uscite
forzate limitate in corrispondenza di ingressi limitati (e condizioni iniziali nulle).
Questa € una proprieta esterna poiche considera come il sistema risponde ad ingressi
esterni.

Lo studio della BIBO stabilita viene fatto attraverso l’analisi della F.D.T. (funzione
di trasferimento): un sistema ¢ BIBO stabile se e solo se i poli della sua F.D.T.
sono tutti a parte reale negativa.

Infine € bene ricordare che la stabilita interna implica quella esterna, mentre il viceversa
non € vero.

3.2 Analisi della stabilita del modello

In questa sezione ci proponiamo di analizzare la stabilita del modello del sistema fisico
visto nella sezione 2.1. Assumiamo quindi di avere a disposizione i seguenti valori numerici
per i parametri del sistema fisico modellato :

19



20 CAPITOLO 3. STABILITA DEL SISTEMA

Descrizione variabile Variabile Valore
frequenza morte delle cellule
frequenza nascita delle cellule

freq. morte delle cellule di virus libero
frequenza morte delle cellule infette

0.02 al giorno
10 al giorno
2.4 al giorno
0.24 al grorno
100 per cellula
2.4 x 107° per cellula

efficacia effetto infezione
efficacia effetto infezione

| ~E|E e |

Sostituendo i valori numerici, il punto di equilibrio

— H1p2
T kB
|7 = | = - md

T M2 B
v _ks _ d
pip2 B

[w]  [24x10°°
Yea = || = 100

T 240

T | = | 21.6667
v 902.7778

per i valori di ingresso

diventa:

Mentre le matrici A e B diventano:

[—0.04166 0 —0.0058
A= 00217 —0.24 0.0058
0 100 —24

[—2.1667 x 10° 0 1
B = | 2.1667 x 10° 0 0
0 21.6667 0O

Ricaviamo ora le funzioni di trasferimento dagli ingressi (£ e il disturbo z) all’uscita v,
supponendo che venga utilizzato il solo medicinale RTI (percio consideriamo k = 0).
Chiamiamo B; la prima colonna della matrice B relativa all’ingresso § e B, la seconda
colonna della matrice B, corrispondente al disturbo z. Le rispettive funzioni di trasferi-
mento saranno quindi:

2.17 - 107(s + 0.02)
(54 2.64)(s2 4 0.04s 4+ 0.005)

2.17
(54 2.64)(s? 4 0.04s + 0.005)

Si nota subito che sia G;(s) che G,(s) sono funzioni del terzo ordine: la prima avente
uno zero stabile e la seconda che non presenta alcuno zero.
La BIBO stabilita dei sistemi lineari espressi da una funzione di trasferimento, come gia
accennato nella sezione 3.1, e legata alla posizione dei poli, ovvero le radici complesse del
denominatore di G(s) in una sua rappresentazione irriducibile: il sistema ¢ BIBO stabile

Gi(s)=C(sI — A)'B, =

(3.1)

G.(s)=C(s — A)'B, =

(3.2)
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se e solo se i poli della G(s) sono tutti a parte reale negativa.

Per ricavare informazioni sui poli della F.D.T. senza calcolare esplicitamente gli zeri
del suo denominatore si puo utilizzare il metodo di Routh-Hurwitz. In questo caso il
metodo si puo applicare con estrema facilita senza dover ricorrere alla costruzione della
caratteristica tabella. Infatti le due funzioni di trasferimento sono gia in forma irriducibile
e i loro denominatori sono uguali tra loro ed espressi in forma fattorizzata. E subito
evidente che il termine (s+2.64) ha uno zero reale negativo rispettando la condizione per
la stabilita, mentre il secondo fattore al denominatore (s? 4 0.04s+ 0.005) & un polinomio
di secondo grado a cui si puo applicare la Regola dei segni di Cartesio. Essa afferma
che in un polinomio di secondo grado, ad ogni permanenza del segno dei coefficienti
(consecutivi) corrisponde una radice a parte reale negativa mentre ad ogni variazione di
segno ne corrisponde una a parte reale positiva. Nel nostro caso i coefficienti del polinomio
(5% + 0.04s + 0.005) sono tutti positivi dunque, non verificandosi cambiamenti di segno
tra gli stessi, possiamo affermare sicuramente che le sue radici avranno tutte parte reale
negativa ed in particolare saranno complesse coniugate.

Infine ai numeratori non sono presenti zeri instabili.

Possiamo quindi concludere che entrambe le funzioni di trasferimento sono BIBO stabili
e a fase minima.

3.3 La risposta al gradino

Si riportano le risposte al gradino delle funzioni di trasferimento trovate in (3.2) e in
(3.2) tramite dei comandi MATLAB. La risposta al gradino & una delle informazioni
fondamentali nello studio dei sistemi dinamici e per la progettazione di controllori ade-
guati: essa infatti fornisce informazioni sul comportamento del sistema in risposta ad un
cambiamento improvviso dell’ingresso di riferimento costante. In particolare andando ad
analizzare la risposta al gradino di un sistema e possibile:

— capire se il sistema ¢ BIBO stabile, quindi se I'uscita diverge o si assesta ad un
valore costante

— fare una stima del tempo di assestamento del sistema, del tempo di salita e
della Massima elongazione.
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Step Response
o P Respo Step Response
12 7 T 250 T

5 5
Time (seconds) Time (seconds)

Figura 3.1: Risposta al gradino di G1(s) Figura 3.2: Risposta al gradino di G;(s)

Come ¢ possibile evidenziare dai grafici, in entrambi i casi, le funzioni di trasferimento
si stabilizzano ad un valore finale costante per ¢ — 400, dando prova ancora una volta

della BIBO stabilita del sistema.

Per quanto riguarda i parametri caratteristici della risposta al gradino, definiamo prima

brevemente il loro significato.

e Tempo di salita (al 2%) (Rise time): Intervallo di tempo necessario affinche

la risposta del sistema raggiunga per la prima volta il 98% del suo valore finale.
Formalmente se y(t) rappresenta la risposta del sistema ad un ingresso a gradino e
yss € il valore finale di y(t):

t, = min{t > 0 : |y(t) — yos| < 0.98ys4}. (3.3)

Tempo di assestamento (al 2%) (Settling time):Il tempo necessario affinche la
risposta del sistema si porti all'interno di una banda di tolleranza (nel nostro caso
del 2%) intorno al valore finale stabile y,s senza mai piu uscirne, ovvero

ts =min{7 > 0:Vt > 7, |y(t) — yss| < 0.98yss}- (3.4)

Massima elongazione(overshoot):Rappresenta di quanto la risposta del sistema
supera il valore a regime e viene espresso in percentuale del valore finale:

%08 = Ymar — Y55 100% (3.5)

TER

dove Ymae € il valore del massimo raggiunto dalla risposta del sistema e yss ¢ il
valore finale stabile della risposta del sistema.
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Vengono riportati di seguito i valori dei parametri delle risposte al gradino delle due
funzioni di trasferimento trovate. Si specifica che sono stati ottenuti tramite uno script
Matlab utilizzando la funzione “stepinfo” che fornisce i valori dei parametri come segue:
calcola il tempo di salita come il tempo necessario affinché la risposta passi dal 10% al
90% del valore finale per un sistema sotto smorzato ed utilizza tipicamente il 2% come
criterio predefinito per il tempo di assestamento.

Per quanto riguarda la risposta al gradino della G1(s) si ottengono i seguenti valori:

— Tempo di assestamento: 258.9467s
— Tempo di salita: 3.6843s
— Massima elongazione: 213.174%
Per la risposta al gradino della G, (s) invece si ottiene:
— Tempo di assestamento: 194.949s
— Tempo di salita: 18.407s

— Massima elongazione: 39.5409%
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Capitolo 4

Sintesi del controllore

All'interno di questo capitolo andremo a sintetizzare due controllori stabilizzanti diversi
tra loro per il nostro sistema, in modo tale da garantire il rispetto di alcune specifiche di
progetto, ottenendo le prestazioni desiderate. Verranno quindi poi messe in evidenza le
differenze tra le prestazioni dei sistemi controllati mettendo in risalto vantaggi e svantaggi
dell’utilizzo di un controllore rispetto all’altro. Si vuole far notare che i grafici riportati
in questo capitolo hanno come unita di misura secondi (s) per i tempi e rad/s per le
pulsazioni. Noi invece interpreteremo queste unita come giorni per i tempi e rad/giorno
per le pulsazioni.

4.1 Specifiche di progetto

Assumendo come condizione iniziale per il sistema la condizione di equilibrio trovata in
3.2, ci si propone di progettare un controllore in modo tale che il sistema retroazionato
rispetti le seguenti specifiche di progetto:

1. Si vuole che il numero di cellule di virus libero a regime (ossia per t — oo) sia pari
a vg = 90.3 con una tolleranza § = 24.38. Dunque si vuole :

lim v(t) =: vs € [vg — 6,05 + 0] = [90.3 — 24.38,90.3 + 24.38] = [65.92, 114.68]

t—+o00
(4.1)
E necessario anche assicurarsi che entro 1 giorno il numero delle cellule di virus
libero sia contenuto in un intervallo A = +40.6 dal valore a regime desiderato vg,
ovvero nell’intervallo

[vr — A, Vi + A] = 90.3 + 40.6 = (49.7,130.9) (4.2)

2. La risposta al gradino del sistema in catena chiusa deve presentare una sovraelon-
gazione (percentuale) dell’ 11%

3. Sisupponga di essere in presenza di una variazione della concentrazione delle cellule
del sistema immunitario, dovuta ad un disturbo della forma z = 0.01sin(w,?),
con w, < 107?rad/giorno. Si desidera che effetto di questo disturbo sull’'uscita
del sistema sia attenuato dell’20%, ossia che se Ay(t) rappresenta la variazione
dell’uscita causata dal disturbo z(¢) allora:

|Ay(t)] < 0.8]2(1)]. (4.3)
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4. Infine in presenza di un rumore nella misurazione della concentrazione del virus nel
sangue della forma v(t) = 1sin(w,t), con w, > 800rad/giorno, si richiede che gli
effetti sull’uscita di tale rumore siano inferiori allo 0.5%.

4.2 Traduzione delle specifiche di progetto

L’obiettivo di questo paragrafo e quello di tradurre le specifiche di progetto in condizioni
operative per il nostro sistema, al fine di progettare dei controllori adeguati.

1. E anzitutto necessario analizzare le specifiche statiche. Si vuole che questo sistema
sia portato a vg = 90.3 partendo dalla condizione di equilibrio v = 902.7778: questo
equivale ad imporre un ingresso a gradino pari a vg = 90.3 —902.7778 = —812.4778.
Inoltre si chiede che il sistema si assesti in un intervallo intorno al valore di equilibrio
di ampiezza 6 = £24.38, la cui ampiezza percentuale e data da:

|0 \ 24.38

100 = ———_ . 100 = 3% (4.4)

%= Jos| 812.4778

Il che corrisponde a richiedere un errore a regime nella risposta al gradino che sia
minore del 3%. Da questo primo calcolo si evince subito che il nostro sistema ¢ di
tipo 0 proprio perche insegue con errore di regime permanente costante e non nullo
I'ingresso a gradino.

Questa prima richiesta puo essere tradotta con un vincolo sul guadagno statico del
sistema (w = 0 rad/giorno) che sara del tipo:

. . 1
IC(HO)G(50)|ap > 2050910(@ — 1) = 30.19345 (4.5)

2. Sapendo che si vuole una sovraelongazione dell” 11% nella risposta del sistema al
gradino, si puo dedurre che il sistema in anello chiuso puo essere approssimato con
un sistema del secondo ordine a due poli dominanti con smorzamento 5 che si puo

ricavare dalla formula che lega sovraelongazione e smorzamento S = e Vi- v =0.11.
Invertendo questa relazione si trova:

|In S|
Vr2+1In?28

Cio equivale a volere un margine di fase pari almeno a:

§ = = 0.5749 (4.6)

180
¢,, = arccosd - — = 54.936° (4.7)
7r

Viene anche richiesto che entro 1 giorno il numero di cellule di virus libero sia
contenuto in un intervallo di tolleranza A = 40.6 attorno al valore di regime vy =
90.3. Questo scostamento dal valore di regime corrisponde al 5% di |vg — 7| =
812.4778. 1l tempo di assestamento considerato e di un giorno, quindi 759, = 1.
La pulsazione di attraversamento minima per il sistema sara quindi:

4
.= = 0. ' 4.
w 5T 6.958 rad/giorno (4.8)
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3. Introducendo un disturbo, lo schema a blocchi del sistema retroazionato puo essere
cosi riassunto nella Figura 4.1:

l z(Y)

Ge(s)

1(t) e(t) e u(t) 6o é,, y(1)

Figura 4.1: Schema a blocchi con I'inserimento del disturbo

dove indichiamo con:

e 7(t) 'ingresso del sistema complessivo

e c(t) I'ingresso del controllore (che e 'errore di regolazione)

e u(t) l'uscita del controllore
y(t)l'uscita del sistema complessivo

Vogliamo trovare la funzione di trasferimento tra il disturbo z(t) e l'uscita y(t),
mediante 1'utilizzo della trasformata di Laplace. Osserviamo che:

Y(s) = C(s)G1(s)E(s) + G=(s) Z(s) (4.9)
inoltre:
E(s) = R(s) = Y(s) (4.10)
dunque otteniamo:
Y(s) = C(s)Gr(s)[R(s) = Y (s)] + G(s) Z(s). (4.11)
Se assumiamo che 1+ C(s)G4(s) # 0, giungiamo a:

C(s)Gi(s) G.(s)
(

&) =1 emaEm O T omae (412)

A questo punto possiamo immediatamente ricavare la funzione di trasferimento dal
disturbo z(t) all'uscita y(t):

Y(s) G.(s)

- Z(s) 1+ C(s)Gy(s)

(4.13)

L’ampiezza del disturbo considerato ¢ A, = 0.01 mentre la pulsazione soddisfa il
vincolo w, < 0.01rad/giorno. Si richiede quindi che:

W, (jw)| < 0.8 perw € [0,0.01) (4.14)
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Essendo la funzione in bassa frequenza ed essendo |C(jw)Gi(jw)| > 1, vale la
seguente approssimazione:

G:(jw)

Clw)Gli) -

wuuwﬂw\

la quale ci consente di tradurre la specifica sull’attenuazione del disturbo in una
specifica sull’ampiezza della risposta in frequenza della funzione d’anello:

GZ(jWZ)
0.8

IOU%X%U%NE‘ (4.16)

Valutando |G, (jw,)|qp nelle pulsazioni w, < 0.01rad/giorno, si ha che ¢ uguale a
44.9452d B come ¢ possibile vedere nella Figura 4.3 dove sono riportati i diagrammi
di Bode della funzione di trasferimento dal disturbo z all’ sucita v.

Sostituendo nella (3), si ottiene:

|C(jw,)G1(jw,)| > 44.9452 — 20log10(0.8) = 46.883dB (4.17)

. Consideriamo ora anche il rumore introdotto dallo strumento di misurazione della

concentrazione del virus. L’uscita e legata al rumore di misura attraverso la funzione
di sensibilita complementare, cambiata di segno :

Y(s) __ C(s)Gu(s)

M) =0 = T o))

(4.18)

La funzione di sensivita complementare ¢ una funzione di trasferimento tra gli
ingressi significativi e le uscite di interesse.
Per un disturbo in alta frequenza, w, > 800rad/giorno, vale ’approssimazione:

Y(jwy)
v(jw)

poiche ad alte frequenze le variazioni di fase e gli effetti dinamici sono minimizzati,il
comportamento del sistema ¢ dominato dal prodotto dei guadagni del controllore e
della funzione di trasferimento del sistema.

Detta Ay = 1 'ampiezza del rumore di misura, la specifica si traduce in:

0.005A
C(jwy) G (jw,)| < A—N = 0.005 = —46.0206dB (4.20)
N

per ogni pulsazione w, > 800rad/giorno.

Vengono di seguito riportati i diagrammi di Bode delle funzioni di trasferimento G,(s) e

Gl(S).
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Figura 4.2: Diagramma di Bode di G1(s)
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Bode Diagram

hia gnitude (diE)
ra
#

Phase fdeg)
. .
1
y
1

i i 1 1 1’ 10*
Fraquanay (rads)

Figura 4.3: Diagramma di Bode di G;(s)

4.3 Progetto dei controllori

A questo punto € necessario procedere al progetto dei controllori che vadano a soddisfare
tutte le richieste che abbiamo tradotto numericamente.

4.3.1 Prima soluzione
Come primo controllore verra sintetizzato un controllore del tipo:

142

C(s):K1+

con 0<z<p (4.21)

s
p

Questo controllore mette assieme un’azione proporzionale di guadagno K ed una rete
anticipatrice. Il primo agisce solo sul diagramma delle ampiezze portando ad una sua
traslazione verticale (a condizione che K > 0), mentre la rete anticipatrice serve per
alzare localmente la fase e quindi il margine di fase.

Analizzando la Figura 4.2 & possibile notare che la pulsazione di attraversamento e w, =
4.66 - 103rad/giorno e il relativo margine di fase ¢, = 0.0328°.

Per imporre una pulsazione di attraversamento pari a w} = 6.958rad/giorno possiamo
introdurre un guadagno K molto minore di 1, K = 0.07 - 1074, che sortisce l'effetto
di spostare la pulsazione di attraversamento al valore desiderato w?. A questo punto
pero la fase in w] va incrementata di almeno 54°, cosa possibile ricorrendo all’azione
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della rete anticipatrice. Questa rete e composta da uno zero che precede la pulsazione
di attraversamento desiderata e da un polo posto sufficientemente distante dallo zero
affinche non interferisca con le sue prestazioni e renda il controllore proprio.
Per soddisfare le specifiche richieste, una delle soluzioni potrebbe essere quella di inserire
uno zero in s = —7, un polo in s = —100.
I1 controllore C'y(s) da inserire sara quindi:

_, S+T

_ 422
Cils) = 107" (4.22)

Applicando questo controllore alla funzione di trasferimento G1(s), otteniamo una fun-
zione di trasferimento per il sistema controllato:

(s+7) 2.17-107(s + 0.02)
(s 4+ 100) (s + 2.64)(s? + 0.04s + 0.005)

C1(s)Gyi(s) =107* (4.23)

Diagramma di Bode di C{s}ﬂil,'s}
.- :I:I 1] T 1] T 1] T

Magnitude (dB}
/
/

102 102 107 10? 10! 102 102 0*
Frequency (rad/s)

Figura 4.4: Diagrammi di Bode di C1(s)G1(s)

Analizzando i diagrammi di Bode della funzione di trasferimento a catena aperta
C1(s)G1(s) riportati nella figura 4.4, possiamo notare che la pulsazione di attraversamento
e ora w, = 22.1rad/giorno mentre il margine di fase & ¢, ~ 67°.Siamo riusciti quindi a
rispettare tutte le specifiche di progetto richieste.

Il sistema retroazionato che abbiamo sintetizzato ha quindi come funzione di trasferimento

ad anello chiuso : ()G (5)
. 1S 1S
Wi(s) = 17 C1(s)G1(s)

(4.24)
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Viene riportata di seguito la risposta al gradino di Wi(s). Si puo notare che anche le
specifiche sulla sovraelongazione vengono rispettate nonostante la presenza di singolarita
vicino alla pulsazione di attraversamento renda non precise le approssimazioni utilizzate
nella progettazione del controllore.

Risposta al gradino del sistema retroazionato

12 T T T T T
Tp: 0168
05
Tr: D.0& ¥
| ol =047s
08 —
§
EGE - -
E
a
04 =
02 ]
cl 1 1 1 L L
i (iR | 0z 03 04 05 04

Tempo (s}

Figura 4.5: Risposta al gradino di Wi(s)

4.3.2 Seconda soluzione

Si vuole ora illustrare la progettazione di un secondo controllore di complessita legger-
mente superiore a quella del primo, di forma:

o - xl ) (2) am

(Hp%) (1+pi2)

con 0 < p; < 21 < 29 < po. Il controllore
(1+2)
Z1
(1 + p_1>

¢ una rete attenuatrice, che serve ad abbassare localmente il diagramma delle ampiezze,
cosl da spostare a sinistra la pulsazione di attraversamento, mentre il secondo controllore

(1+pi2)
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¢ una rete anticipatrice che permette di alzare localmente la fase. Infine K ¢ un guada-
gno proporzionale che permette piccoli aggiustamenti del diagramma delle ampiezze. Se
fattorizzamo K nella forma K = K; K, e teniamo buona la porzione

(1 + %) — 104 (s+7)
(1 + i) (s +100)

sintetizzata al passo precedente, aggiungiamo poi:
— Un polo in p; = —0.01
— Uno zero in z; = —0.1
— Un guadagno K; = 10

Il controllore che ne risulta ¢ quindi:

(s+7) (s+0.1)

Co(s) =107 (5 +100) (s + 0.01)

(4.26)

Applicando il controllore alla funzione di trasferimento del sistema G1(s) otteniamo:

(s+7) (s+0.1) 2.17-107(s + 0.02)
(s +100) (s +0.01) (s + 2.64)(s*> + 0.04s + 0.005)

Cy(s)G1(s) = 1074 (4.27)

Diagrammi di Bode di C,(s)G. (s)
1 :':' T T T T

Magnitude (dB)
/K

o0} ‘\ e

Phase (deg)

102 107 10! 10° 10’ 10° 10? 10t
Frequency (rad/s)

Figura 4.6: Diagramma di bode di C2(s)G1(s)
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34
Dall’analisi dei diagrammi notiamo che w, = 22.1rad/giorno e ¢,, ~ 67°, quindi an-

che in questo caso siamo riusciti a rispettare le specifiche di progetto richieste.
Il sistema retroazionato sintetizzato in questo caso ha quindi come funzione di trasferi-

mento ad anello chiuso:
Cy(s)G1(s)
W _ 4.28
2(8) 1+ CQ(S>G1(8> ( )

Riportiamo ora la risposta al gradino di W(s):

Risposta al gradine della funzione di trasferimento a catena chiusa
)

i3 :

Tp: 0.16
os: 11 :i%_“-—m_______

@
3
aer /
E |
|
|
|
o4 b f |
I|I
02 F -
|
:l 1 1 1 1 1 1
0.1 02 03 0.4 05 0.6 o7
Time {seconds)

Figura 4.7: Risposta al gradino di Wa(s)

4.4 Conclusioni

Per prima cosa mettiamo a confronto i diagrammi di Bode delle due funzioni di trasferi-

mento C1(s)G1(s) e Ca(s)G1(s):
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Diagramma di Bode di Ch'_iﬁ_lh]

100 e ”

Magnitwde (dB)

10? 10 10

: 10? 10’ 10° 10” [
Frequency (rad/s)

Figura 4.8: Bode C1(s)G1(s)
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Diagrammi di Bode di C,(s)G. (s)

-1':|:| T T T T T T
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Frequency (rad/s)
Figura 4.9: Bode C2(s)G1(s)
E facile notare effetto dell'introduzione in Cy(s) del fattore ((,::00.611)) rispetto a C(s):

vediamo infatti che per quanto riguarda il guadagno statico nel secondo controllore ab-
biamo un valore piu alto, mentre per la fase si vede chiaramente che in Cy(s) & stato
introdotto un ritardo a basse frequenze che viene poi compensato a quelle medie.
Confrontiamo anche le rispettive risposte al gradino delle due catene retroazionate:
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Risposta al gradine del sistema retroazionate
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Tp:0.16 8
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Figura 4.10: Risposta al gradino di Wy (s)
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Risposta al gradine della funzione di trasferimento a catena chiusa
1 -2 1] T 1] 1] 1] 1]
Te: ﬂ.1!_':“
08: 1114 1“‘“-—-____
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Figura 4.11: Risposta al gradino di Wa(s)

Vediamo come nella risposta al gradino non vengano evidenziate grossissime differenze:
I'introduzione della rete attenuatrice con guadagno 10 aumenta la precisione a regime del

sistema e lievemente la risposta transitoria.
Possiamo quindi concludere dicendo che il controllore a sella con guadagno, andando a
diminuire l'errore a regime con un guadagno statico maggiore e introducendo un ritardo di
fase che evita un’ indesiderata amplificazioni di disturbi esterni o rumori di misurazione,
e da considerarsi piu robusto e preciso. Tenendo conto che la scelta di un controllore
viene sempre fatta considerando le specifiche del sistema e le prestazioni desiderate, per
il problema preso in esame in cui l'errore a regime e la reiezione di disturbi e rumori sono
cruciali ¢ da preferirsi I'utilizzo di Cs(s), facendo fronte ad un costo di realizzazione ed

ad una complessita di progettazione maggiori.
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