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“Questi problemi sono classificati come probabilità delle cause  

e sono i più importanti di tutti per le loro applicazioni scientifiche.  

Un effetto potrebbe essere prodotto dalla causa “a” o dalla causa “b”. 

 L’effetto è appena stato osservato.  

Ci domandiamo la probabilità che sia dovuto alla causa “a”: 

 questa è una probabilità di causa a posteriori.  

Ma non la potrei calcolare,  

se una convenzione più o meno giustificata  

non mi dicesse in anticipo  

quale è la probabilità a priori  che la causa “a” entri in gioco.”  

(Henri Poincarè). 
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CAPITOLO 1 

 
“L’errore nasce sempre dalla tendenza  

dell’uomo a dedurre la causa dalla conseguenza”  

(Arthur Schopenhauer) 

�

VALUTAZIONE DI TEST DIAGNOSTICI 

 

 

�

1.1   TEST DIAGNOSTICI 
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1.2.1  Prevalenza della malattia e predittività 
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1.2.2   Rapporto di verosimiglianza 
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1.3   CURVE ROC 
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1.3.1  Come costruire una curva ROC 
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1.3.2   Trasformazione degli assi 
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1.4  AREA SOTTESA ALLA CURVA ROC (AUC) 
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1.4.1   Scelta del cut-off 

�

��� ���� ������ '(�� 

�
����� ��� �
�
�
� ��
� 

��
���� ��� 
���
�� �� ������ ����������� ��� ����� �
���� ����������
�

�
��&���������
���
���������
��
���

�� ���

��
���

��
���������


����������
�������������������
�������
�
�

��
�
������
��
� ���&�


� �
��
� �
��


� 
�� ���&�


� �
��
� �������
�� ��������� �� �����
����
���� ������� ��

����





�
�
����������� ������

�
�������������������������������
������
����������������
�
�
�������"�

�����
������

��� 

�
������"�������
�
�
��������������
�

�
������"�

�����
��������� 
�
�������"�� �����
�%������������
���
� ���

����������
��������

��������
�
���&*!����
�
�����������������
��������������������������

�
������"�
������


�
�������"���
���
� ��������� ��
�� %��
�


������ �
������������� ����
�
�����
� ��� �

������


����
���� 
���
����

�����
������
�����������������
����
������ �&�������������
��
�����������������
���
�
�
��
��������

��
����

���� ��
���������
� ������
� �
�� ��� ��������
� ��� 
������ 
� 
�� ��������
� ���������� ��� �����
� ����� �� W�
����

�����
������ 2 · �
���������
�������X��
����
��������
�
������������������������������
��������
�
�
�����C�

���
����������������������
����
�������
�
�
�����

������
�
�������"��������=H�;M�#J���Y�
D'�Y�
�
�������	==9$�
�

��


�������
����������������
�����
������
���
��
���������
��
����

�
������"��!�&��������

������"�%� �
�������



�
������
�������
���������������
�������

��
���
��
�������
������
���������
��
�����D�������#���


���������=:D



�����
��
����
$��
�������
��
���
����
����
������
��
����������
���
���������������
��
�������.��
��
�����

�����
����
� �� ��

��
� �� ������� ��� 
�
�������"� �
�� �

�� � #
�� ������ ��������� ��
� ��� =:D

���� �
��
����
� �
����

��
���������
� �
�� ���D������� �����
����
� �� ��

��
� ��� 
�
�������"� ��� =:M$�� !�� ���������� ��3� ��
������ ��+�





�
�����������
�
����������
��
������
�����
������
���
��
���

�
������"�
�
�
�������"�����
���
������������

������'(���)&����������
����������'(�������


�����������
������3�6��


����
7����� ����������
������

������"����

��
��������
���������������
���
�
�������
�
�������"����������
����
��
�

�
������"�
����
�
�
��#-��Z�
���	=I=$��

���
��
������
�
���
��
����+����
����
���
����������
�����������'(����3�����������&�������
��
����
�
���
����

�����


����������������������


������

�
������"�
�
�
�������"��.����������������������������������������
������

��� 

�
����
� �
�� �������� � ���
�
�
� ��� ��� �
����
�� �
��
�����
������� ��3� �����


�� ��
� �
�
� �
�
�� �������

���
���"� ���������� �����
�
�
����� 
����
���� 
��������
�
���
�����������
��������������
���� 
������
� #����

����������
� ���
���
���� ����� ��
���
���� �
���� ��������$� ��
� �
��&

��
� ������������ �
��
� ���

��
��
�



	�B���*'�*�-(..�-*�*))*��!'�*�'(��#*!�$�
�

1;�
�

�������
��
������������&���
���
������� ��
������� ���
����
������
� ���
���
������� ��� �
��������������
� 
��������
�

�������
��
��

�

1.4.2   Scelta economica del cut-off 

�

2���

����
��
��
������
��
��������
��
��
��������
� ����
��
���
�
������������������

���
���������
�'(���

��

����
�����������'(��%�



������
��
���

����
�6����7��������6���
���������7��-����+��������
�������
���

������
���������������
�

�����������������������
��
���
�������
���������
���������������
��
�"������
���������
���

����������#���
���������������
��$��C������
�����
������������
������
��
������
��
���
�����
�����������������

�������
�����
�������������#��


��
����


��
$�������
������������
�����
���������
��������������#��


��
���

�


��
$4� ��
��� ��� 
���


��
� ���

����������� ��
����� �
�� ���������� �
�� ����
��
� �
�� �
� ���

���������� 
�

�������
���� 
� �����������"� �������
��"� �
�� �������
���� �� ���� �������
����� -
� ��� ��
��� ��� �
������ ��� ����

���������%���
��
��
�����������
����%��
�������
��
������������
������
��
�����
�������������
�
������

����

�
���� ������ '(�� #���%���� 
���� ����$�� -
� ��� ��
����� �
�� �������
���� %� ����
� �� �&
��
���� �
�� �������
���� %�

���������
������
��
�����
�������
���
���
����
���������������
����
�����
�������������
�
��
���
�����

�����
����
������
������
�����&�
���������

��������
���������
��
�



�
4�

DS<JTU � DG � D�� · ����� � D�� · ����� � D�� · ����� � D�� · �����,�
���
� DG� %� ��� 
�

�� �
�
���
� �
�� �

��� D��� %� ��� ��
��� �

������� ��� ��
������� �
��� ��
������ 
� ����� %� ���
����������"���������
��������
�����
�������

������
��

����� � ��� � 1� · ��� � 1|� � 1� � ��� � 1� · ���,�
��
����������
��������������"��������
�����
������%������
����������������������
���
����
�����������
�����
���

��
����� ������������ �
4�

DS<JTU � DG � D�� · ��� � 1� · ��� � 1|� � 1� � D�� · ��� � 0� · ��� � 0|� � 0� � D���
· ��� � 0� · ��� � 1|� � 0� � D�� · ��� � 1� · ��� � 0|� � 1��

� DG � D�� · ��� � 1� · ��� � D�� · ��� � 0� · ��� � D�� · ��� � 0� · ����
� D�� · ��� � 1� · ���.�

-�
����
������� � 1 � ����
���� � 1 � �����
������
�
4�



�*,�.()(�	����*)!.*5�(������.�-.���*A�(-.����
�

1>�
�

DS<JTU � DG � D�� · ��� � 1� · ��� � D�� · ��� � 0� · �1 � ���� � D�� · ��� � 0� · ��� � D���
· ��� � 1� · �1 � �����

           � ��� · ��� � 1� · VD�� � D��W � ��� · ��� � 0� · VD�� � D��W � DG � D�� · ��� � 0��
�D�� · ��� � 1�.                                                                                                                                  �1.1��

)&

��


���
�	�	���
�������
����DS<JTU����
�����������
��������
����������
��
����������
���
�����
�����
���������'(���.�������������
����
�������
��
���������
�����
��
����������
�����������'(�4���������������������


�� ���
��� ��� ��
���� ,
�� �������
� ��� DS<JTU� ��3� ��

�� ��

����
� 
�� �������� �� �
��� ��� �
������� #�����
��
$�
�
��&
 ������
��
����
����
�����-
������������%����������

��������
���%������#������������
��
�$��-
������������%�
����������
������
���%������#������������
��
�$��)���������
��
����
����
������
�
�����������������������������


����
��� �

���#E������	�	>$4�

E������	�	>��E������
��
����
����
������
�
����������������

Cmedio

Cut-off del test

�

)�����
�������
��������
���������������������������
����
����%��������#�����
��
������
����
��$��

!
��������������'(��
����+�

����
�
��������
������������
��
�����4�
DS<JTU � 61D����� · ��� � 1� · VD�� � D��W � ��� · ��� � 0� · VD�� � D��W � DG � D���

· ��� � 0� � D�� · ��� � 1�.�
����
�
�������� �

����������
���
�
�����������
������
�
4�

XDS<JTUX��� � X61DX��� ·  ��� � 1� · VD�� � D��W � ��� � 0� · VD�� � D��W.�
,��
�������
��
������������
����
����
��������4�



	�B���*'�*�-(..�-*�*))*��!'�*�'(��#*!�$�
�

1H�
�

XDS<JTUX��� � 0�
Y X61DX��� ·  ��� � 1� · VD�� � D��W � ��� � 0� · VD�� � D��W � 0�
 Y X61DX��� ·  ��� � 1� · VD�� � D��W � ���� � 0� · VD�� � D��W�
Y X61DX��� � ��� � 0� · VD�� � D��W��� � 1� · VD�� � D��W.�

)&

��


���
�
Z[\]Z^�^� %� ��� �����
��
� �
���� ������'(��� ���%� ��� 
��� �
��
�����C������ �� ��
��� 
������������� #���

��
����
����%�������$����������������
��
��
����������'(��_Z[\]Z^�^` %������
�����EFG�·V]^��]a�W��EF+�·V]^��]a�W.�
-
��������������%�������������

��EFG���EF+��
��"������������
4�
���
�
���������
���������������������������
���
�����
��

�������� '(�� ���
� ��� �����
��
�
Z[\]Z^�^� %� �����
��C�

������������� �� ���
�� ��
������� ��� ��
��� ��� ���� ���
���
� ��

�����
�
����
�����
�����4��������������
���
���������

����
��
���
��������
���
�
��
�������
�������
�����
������

#��

������ �
�� �

�� �� ���
�� �
��&�����  ����� �
���� ����������
� 
�������� � 0�,� ��
�
���� ��  �
���� ���� ���
������������� � 1�$�� *�� ����������� 

� ������������ %� ������
��
� �����
��� 
�� ���
� ��� �������� �
�
�� �

���� 
���

�������� '(�� #��� �������� ��3� ������
��
$�� �
�� 
�����
� ��� ���
�
�
� ��� ���
��� 
�
����� ��� ���
�� �
�������� )��

��
���
�����
�����������������%��&������������
���
�������
��
�������������
�����
�
�����
�����������������
��

)�� �
��
���� �
���� ������ ���
���� ������� ����
� 

� ��� ����
�
���� ���� �� ��
��� %� �������
� �
�� D�� � D���
������
�����
��
��D�� � D��.�-�����
��
������


���������

���
��������
�����
���������������
��
����G�

�


������
�
������
��������
���

����
�������
���
�
������
������������
������
��
�
��������
�����
��
�����
��������
����

��

����������
��-
�
������
�
������
��������
������������
��


��
��


������
������
��-���

����������
�

��
� �&��
������
� ���� ������ �� ����
���� ��
� ������ ��� �������� �
���/������� ���������� ������
��
�� *������ ���

��
������������
����
������#��
������
����
��
������������
�
����
���$�%���������3�
�
������
����
���������

�
����
������� #���� 
�� ��������$� 
� ��� ��
������ ��� ���
���
������� #���� 
�� �����&��
������
� ��
���������
��
�

������
������$�%�
����
������
����������
�����
������#���
���&��
������
�������
���������
$��C�����������
������

��� ��� ����
��
� 



�
� ������ 
�
����� #�
������������?�������������
� 
� ���
$� 
� ��� ��
��� ��� ��� ���
�
�������
��
� ��

�� #����
��
��������
� 
��� 

� 
�� ��
��� ��
� 

� ���� 
�� ��
��$�� )�� �
��
���� �
���� ������ %�

����������
F�
��
��
���������������
�
��
���
�����
����������'(���,�+��
�������
������
����
�
����������
�����
��

��
�� ��� ���� �
� ���

��
��
���� ��� ���
����
������ 
����������
�
� 

� ��� 
�����������
��
�
�������
�� �������
�

����
���� ��
� 
�������� �
���� ���������� ��
���
���� ��� ��� �������
���� 
��������� 
�� ��������� ���  �

���


��������
�� ����
� 

� 
�� ��������� ���
�� ��
������� ��� 

�
�� ��
� ����������� �
�� �

�� 
�����3� ������
��
4� 
�� 
��
���

 ������������������
�
������

�����
����������'(���



�*,�.()(�	����*)!.*5�(������.�-.���*A�(-.����
�

1I�
�

1.4.3  Relazione tra AUC e la statistica di Wilcoxon 
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1.5  VALUTAZIONE DI UN SINGOLO TEST MEDIANTE ANALISI ROC 
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1.6  CONFRONTO DI DUE TEST MEDIANTE ANALISI ROC 
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1.7  FONTI DI ERRORE NELL’ANALISI DI TEST MEDIANTE CURVE ROC 
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1.7.2  Altre fonti di errore 
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CAPITOLO 2 

 
“Non abbiamo un criterio che ci porti alla verità e quindi alla certezza, 

 ma abbiamo solo apparenze, che ci danno la probabilità.  

Noi alla percezione certa del vero oggettivo non perveniamo,  

ma ad essa ci avviciniamo con l’evidenza del probabile” 

 (Filone di Larissa, II sec a.C.) 

 

 

 

VALUTAZIONE DI TEST DIAGNOSTICI 

SENZA GOLD STANDARD 
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2.2   ERRORI DI UN IMPERFECT GOLD STANDARD 
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2.3   IDENTIFICABILITÀ DEL MODELLO STATISTICO 
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2.4  ASSUNZIONE DI INDIPENDENZA CONDIZIONATA 

2.4.1  Parametri noti 
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2.4.2  Parametri non noti 
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2.4.2.1  Studi di prevalenza  

 

• Piu’ di due test in una popolazione 
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• Due test in una popolazione con introduzione di un terzo test “resolver” 

nell’analisi discrepante�
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2.4.2.4  Studi di incidenza  

• Due punti temporali 
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2.5  DIPENDENZA CONDIZIONATA TRA I TEST 
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2.5.1  Parametri noti 
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2.5.2  Parametri non noti 

 

2.5.2.1  Più di due classi latenti 

�

0������
�������
��
��
������������
��
��������������������� �� �

��
������
����
�������
��������

�� ���
�����

�
�� ��
�� ��� ���� ��� ����"� ��� �������
���� ��� ������
���� ���� ���� ��������
� ���
��
� ���� ��


� 
����
�������

'���
]���� 
� '���
]���� #	=I>$� 
���
��
����� ��� �
��
� ��3� ��� ��
� ���

�� ���
���� #������� 
� ���� ������$� �
��



�*,�.()(�1����*)!.*5�(������.�-.���*A�(-.����-��5*�A()��-.*��*'��
�

>1�
�

���������
��&�������
�����E�������#	==B$�����
����������


�������
��������"�����������
������+�



�
�

������������
����� ��
�����3� ���

�� ���
����� 
� ��
� �
� ���

�� ���
���� ���������
� ������ ���
�
� �����
����
�
� �
�

���
��
��
� ���� �

��� *������ 
�� ���� #	=II$� ����������� ��� ���
���� ���� 9� ���

�� ���
���� �
�� ���������
�

�&�������
������������
�
�
������
���������� ���������
���������������<������������������
�


��
���
����

����

�����������	��
���

���

�

2.5.2.2  Modello ad effetti casuali 
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2.5.2.3  Approccio bayesiano 
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• MODELLO DI DENDUKURI ET AL. (2001) 
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CAPITOLO 3 
 

“Si ritiene la cosa non spiegata e oscura 

più importante di quella spiegata e chiara” 

(Friedrich Nietzsche) 

 

 

VALUTAZIONE DI TEST DIAGNOSTICI  

SENZA GOLD STANDARD MEDIANTE  

L’INTRODUZIONE DI VARIABILE LATENTE 

 

 

3.1 INTRODUZIONE 
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�F+ �só��t�G�s����+�t�+
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�bD� _ö�•�G�, ö�•�+�` � �bD� _ö�•�+�, ö�•�G�`�
�só��t�G� s ����+�å

�Ft�+ ôå�+
tF+ �só��t�G�s����+�t�+

�F+ ôå
tF, �s ��t�G���t�+�å

tF+  �

� ��+�G�Øs����+�å
�F, Ù�só��t�G� s ����+�å

�Ft�+ ô å�+
tF, � ��å�G�  Øs����+�å�+

�F+ Ù�só��t�G�s����+�t�+
�F+ ô å�+

tF, �s��t�G���t�+�å
tF+ �

� ��+�G�  Øs����+�å
�F, Ù� ��å�G�Øs����+�å�+

�F+ Ù�só��t�G�Øs����+� � s ����+�å
�Ft�+

t�+
�F+ Ùô � å�+

tF, s��t�G���t�+�å
tF+ �

� ��+�G� _1 � ��+�+�` � ��å�G� _1 � ��å�+�` � s��t�G� _1 � ��t�+�` �s��t�G���t�+�å
tF+

å�+
tF, �

�s��t�G� _1 � ��t�+�` �s��t�G�ë+�t
å

tF+  å
tF+ �



�*,�.()(�9�����*)!.*5�(������.�-.���*A�(-.����-��5*�A()��-.*��*'��0���*�.��)&��.'(�!5�(���������
�*'�*J�)��)*.��.��

�

I>�
�

�s��t�G�å
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tF+ � 1,�
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�
���
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�bD�ö�•�G�, ö�•�+� � �bD�ö�•�+�, ö�•�G� � 1.�
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�����
� 
�� ����
��
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3.2.4   Somma dei quadrati dei residui�
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3.3   METODO DI HSIEH ET AL. (2009) 
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3.3.1  Disponibilità di un gold standard 
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3.3.2  Assenza di un gold standard 
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APPENDICE  

 

A.1  ALGORITMO EM 
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A.1.1  Introduzione 
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A.1.2  Cenni storici 

)&�����������0�%�
����������
�������
��
�
���)����
�'�����#	=HH$���

��������
�������
������
�����
�����6%�


����������
�������
�����
� ��������
����
������������7�������������
�
�
����� �������������
������������
����

�������
�����������
���
������0��
���
��������
�

���
�������%�
�������������������'����-����
����
��	=H1�

�
����
����

��
��������������
������

�������
����
����������������
�����������D0������)f��
�*��
�
�0�����D

)f��� ��� ������� ��� �
��
�
��� )������ '����� �
�� 	=HH� ��� �
�
���������� ����
����� 
� ��� ����
����� ��&�����
�� ���

����
��
���� �
�� ���� ��3� ������ ���


� ��� �����
���� .��������� �_�����
�� ��� ����
��
���� �
��&��������� ���

�
��
�
�D)����D'�����
������
��
�����!�������
���������
���������
��
����%�
��������������������E�`
���[��

�
��	=I9@�
����%������������
��&�

���������
��
�
���)�����
�'����������
��������������
��
�����
���
�����

�0����_

�
�����
�������������

���
�����
��



*,,�������

=I�
�

A.1.3  La logica dell’algoritmo EM 
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A.1.4  Tre esempi introduttivi 
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Î � 1$sBT,                            ��, �.
TF+

1$sBT, �.
TF+ Î,.�
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A.1.5  Formalizzazione dell’algoritmo  EM 
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A.1.6  Convergenza dell’algoritmo EM 
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A.1.7  L’algoritmo EM per famiglie esponenziali 
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A.1.8  Modello di mistura  

 

A.1.8.1  Stima dei pesi di distribuzioni pienamente note 
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A.1.9  Modello di mistura gaussiana (GMM) 
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A.1.9.1  Stima dei pesi, medie e varianze in un modello di mistura a due componenti 
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A.1.10  Pregi e difetti dell’algoritmo EM 
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A.2.2  Cenni sulla metodologia bootstrap 

 

A.2.2.1  Il problema statistico 
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A.2.3.2  Determinazione dell’errore di copertura 
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