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Premessa

Lo scopo di questa tesi & presentare la teoria del matematico J.M. Ball sull’esistenza di soluzioni per il
seguente problema di equilibrio in elasticita non lineare: determinare la deformazione di equilibrio di un
corpo elastico fissate le condizioni al bordo sulla forma della superficie (problema al bordo di piazzamento) o
sugli sforzi agenti su di essa (problema al bordo di trazione), oppure una combinazione delle due condizioni
(problema al bordo misto di piazzamento e trazione).

Il problema ammette una formulazione variazionale. Essa ¢ stata stabilita in un lavoro di Green [8]
del 1839 dove viene preso in considerazione il problema al bordo di trazione nello studio della riflessione
e della rifrazione della luce nell'interfaccia tra due mezzi, pensati come continui elastici. La formulazione
variazionale per il problema al bordo di piazzamento, questa volta in un contesto genuinamente
meccanico, ¢ apparsa in un libro di Hadamard sulla propagazione delle onde [11] del 1903. Il problema
misto si trova per la prima volta in un articolo di Hellinger [12] del 1914. Una dimostrazione dell’esistenza
di soluzioni del problema variazionale nel contesto degli spazi di Sobolev & stata ottenuta da J.M. Ball [2]
nel 1976 utilizzando il metodo diretto del Calcolo delle Variazioni.

La ricerca delle ipotesi sotto cui 'esistenza ¢ effettivamente garantita e collegata con il problema
di determinare delle restrizioni generali sulle possibili relazioni costitutive, ovvero le relazioni che
caratterizzano il comportamento specifico di un materiale. Questo problema ¢ stato definito da Truesdell
e Noll [vedi 15, p. 47] il principale problema aperto della teoria del comportamento dei materiali:

[. . .] constitutive equations must satisfy other basic requirements. [. . .] they should insure that physically
reasonable problems have physical reasonable solutions. [...] To find a fully general, complete, and
precise statement of these requirements we regard as the main open problem of the theory of material
behavior.

Organizzazione del materiale

Nel Capitolo 1 vengono presentati alcuni risultati di Analisi Funzionale che verranno utilizzati per
dimostrare il teorema di esistenza. Nel Capitolo 2 viene richiamata la teoria generale della statica dei
corpi continui e alcuni aspetti della Teoria dell’Elasticita. La formulazione del problema variazionale su
cui € incentrata la tesi & presentata nel Capitolo 3 dove viene fornita la dimostrazione del teorema di J.M.
Ball sull’esistenza delle soluzioni. I Capitolo 4 e dedicato allo studio delle equazioni di Eulero-Lagrange
associate al problema variazionale. Nel Capitolo 5 vengono discusse le ipotesi del teorema di esistenza
ed infine nel Capitolo 6 viene esemplificata 1’applicabilita del teorema al modello di Mooney—Rivlin
utilizzato per modellare materiali elastici simili alla gomma.

Convenzioni sui simboli

Gli insiemi di matrici di uso frequente verranno indicati con i simboli seguenti.

Mat matrici 3 X 3

Mat*  matrici 3 X 3 con determinante strettamente positivo

Sym  matrici 3 X 3 simmetriche

Sym*  matrici 3 X 3 simmetriche con determinante strettamente positivo
Orth  matrici 3 X 3 ortogonali

Orth®  matrici 3 x 3 di rotazione

Nello spazio Mat useremo il prodotto scalare A - B = tr(ATB) e la norma euclidea |A| = VA - A.
Chiameremo RY = {x € RN | x; >0perognii=1,...,N} e Bly,r) = {x € RN | |x —y| < r}.
Utilizzeremo l'abbreviazione “q.0.” intendendo che una proprieta & valida quasi ovunque rispetto alla
misura di Lebesgue. Per indicare una disuguaglianza a meno di fattori positivi inessenziali useremo il
simbolo <. Inoltre faremo uso sistematicamente della convenzione di Einstein sugli indici ripetuti.
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Capitolo 1

Alcuni risultati di Analisi Funzionale

In questo capitolo riassumiamo alcuni risultati di Analisi Funzionale e introduciamo gli spazi di Sobolev.
Questi strumenti analitici sono indispensabili nello studio dei problemi al bordo nella teoria delle
equazioni differenziali alle derivate parziali e nel Calcolo delle Variazioni.

1.1 Teoremi fondamentali in Analisi Funzionale

Sia E uno spazio di Banach. Esso & dotato della fopologia forte indotta dalla norma ||-||. Indicheremo con
E’ lo spazio duale, ovvero I'insieme dei funzionali E — R lineari e continui rispetto a questa topologia.
Risulta conveniente introdurre una topologia ulteriore a quella forte, detta fopologia debole, di cui ora
discutiamo.

1.1.1 Convergenza debole

Nella nostra trattazione sara in realta sufficiente la nozione di convergenza debole per successioni. Una
descrizione completa della topologia debole si puo trovare in [5].

Definizione 1.1. Una successione {x,} C E converge debolmente ad x € E, e si scrive x, — x in E, se

perogni f € E’siha (f,x,) — (f, x).
Proposizione 1.2. Valgono le seguenti affermazioni.
(i) La convergenza forte implica la convergenza debole.
(if) Una successione debolmente convergente e limitata in norma.
Dimostrazione. Siveda per esempio la Proposizione 3.5 in [5]. |
Un'altra utile proprieta delle topologie deboli é la seguente.

Proposizione 1.3. Siano E ed F spazi di Banach. Un operatore lineare T: E — F ¢ continuo rispetto alle
topologie forti se e solo se lo é rispetto alle topologie deboli.

Dimostrazione. Vedi Teorema 3.10 in [5]. O

1.1.2 Spazi riflessivi

E noto che una successione limitata in RN ammette una sottosuccessione convergente. Questo risultato
non ¢ pil vero in generale sugli spazi di Banach. Tuttavia sotto un’ipotesi opportuna, ovvero che
lo spazio di Banach sia riflessivo, una successione limitata in norma ammette una sottosuccessione
debolmente convergente. L'utilita di questo fatto motiva l'introduzione della topologia debole.

Prima di presentare la definizione di spazio di Banach riflessivo, osserviamo che uno spazio di
Banach E ¢ incluso in modo naturale in E” nel modo seguente: dato un elemento x € E, ad esso
corrisponde il funzionale lineare e continuo Fy che agisce su E’ con (Fy, f) = (f,x) per f € E’.

Definizione 1.4. Sia E uno spazio di Banach. Esso si dice riflessivo se I'inclusione E < E” & suriettiva.
Il risultato che abbiamo anticipato € appunto il seguente.

Proposizione 1.5. Sia E uno spazio di Banach riflessivo. Sia {x,} C E una successione limitata in norma.
Allora essa ammette una sottosuccessione debolmente convergente in E.
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Idea della dimostrazione. Consideriamo il sottospazio generato dagli x,,. Questo ¢ ovviamente separabile.
Ora la separabilita e collegata con la metrizzabilita della topologia debole della palla unitaria di E’.
Utilizzando la riflessivita & possibile trasportare la proprieta di metrizzabilita della topologia debole
della palla unitaria di E” a quella della palla unitaria di E. Da cui la tesi seguirebbe.

Si veda il Corollario 3.18 in [5] per dettagli. ]

1.1.3 Il lemma di Mazur

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che da una successione limitata in uno spazio di Banach
riflessivo, possiamo estrarre una sottosuccessione debolmente convergente. In generale invece non
esistera una sottosuccessione fortemente convergente.

Il lemma di Mazur garantisce pero la possibilita di costruire una successione fortemente convergente
a partire da una successione debolmente convergente.

Teorema 1.6 (lemma di Mazur). Sia x, — x in E. Allora esiste una successione fatta di combinazioni
lineari finite convesse degli x,, della forma

N(n) N(n)
Yn = Z /\E{")xk dove N(n) € N, /\g(n) >0e Z /\g(") =1,
k=n k=n

che converge fortemente ad x in E.

Dimostrazione. Si veda [6, p. 6]. O

1.1.4 Funzionali inferiormente semicontinui

Definizione 1.7. Sia X uno spazio topologico. Una funzione J: X — (—o0, 0] si dice inferiormente
semicontinua per successioni in X se per ogni sequenza x, — x in X si ha

J(x) < lir{n inf J(x,,).

Ci servira il seguente risultato.

Proposizione 1.8. Sia E uno spazio di Banach. Se J: E — (—o0, o0] & un funzionale fortemente continuo
e convesso, allora | € debolmente inferiormente semicontinuo per successioni.

Dimostrazione. Vedi Corollario 3.9 in [5]. O

1.1.5 Alcuni utili risultati sugli spazi L?

In questo paragrafo Q ¢ RN & un aperto e 1 < p < oo. Escludiamo sistematicamente il caso p = co.
Indicheremo con p’ = % I'esponente coniugato a p.

Definizione 1.9. Chiamiamo L*(Q) l'insieme delle funzioni f: Q — R Lebesgue misurabili tali che
fQ | fIPdx < co. Inoltre diremo che f € L' (Q)se fxx € LP(Q) per ogni K compatto contenuto in Q,

loc
dove yk indica la funzione caratteristica di K.

Nota. Due funzioni in L?(Q) che differiscono solo su un insieme di misura nulla vengono identificate.

1/p
Proposizione 1.10. Lo spazio LP(Q) dotato dello norma || f||rq) := ( fQ |f17 dx) € uno spazio di

Banach. E riflessivo perp > 1.
Dimostrazione. Vedi Teorema 4.10 in [5]. O

Dal momento che le funzioni di L¥ non sono necessariamente regolari & utile poterle approssimare
tramite funzioni di classe C*. La tecnica che di solito si utilizza a questo proposito fa uso dei mollificatori.

Definizione 1.11. Una successione di mollificatori & una successione {p,} ¢ C*(RN) con la proprieta
che p, > 0, ./RN pndx =1 esupp p, C B(0,1/n).

Vale il seguente risultato.

Proposizione 1.12. Sia f € LP(RN). Se {p,} & una successione di mollificatori, allora, indicando con = il
prodotto di convoluzione, p, * f € C*®(Q) e a%i(pn + f) = ‘;L’? + f. Inoltre p, * f — f in LP(RN).

Xi
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Dimostrazione. Si veda Teorema 4.22 in [5]. O

Faremo uso della seguente proposizione.

Proposizione 1.13 (lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni). Sia f € Llloc(Q) tale che

/fcj)dx =0 V¢ e 2(Q).

Q

Allora f =0 q.0.su .

Dimostrazione. Vedi Corollario 4.24 in [5]. O

Riportiamo anche il seguente lemma che ci tornera utile.

Lemma 1.14. Siano 1 < g < p e Q c RN aperto limitato. Se f € LP(Q) allora f € L1(Q) ed esiste C > 0
tale che || fll o) < Cll fllrr (-

Dimostrazione. Se f € LF(Q) allora | f|7 € LP/1(Q)). Inoltre la funzione identicamente pari ad uno & un
elemento di L¥/9(Q) perché Q & limitato. Pertanto per la disuguaglianza di Holder

J s (/Qldx)m [ |f|”dx)q/p .
(/Qlflmx)l/q < (vol Q)1-4/p (/Q|f|”dx)l/p,

che ¢ la tesi ponendo C = (vol Q)l-a/v, O

Da cui

Il seguente teorema caratterizza gli spazi duali degli spazi L.

Teorema 1.15 (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia F € LP(Q)’. Allora esiste un unica h € L7 (Q)
tale che

<F,f):/0hfdx Vf € LP(Q),

dovep’:p%l:oosepzl.

Dimostrazione. Si vedano Teoremi 4.11 e 4.14 in [5] m|

1.2 Spazi di Sobolev

1.2.1 Motivazione

Nella teoria delle PDE é un procedimento comune quello di riformulare un problema al bordo in senso
debole estendendo la ricerca delle soluzioni ad uno spazio funzionale i cui elementi sono funzioni le cui
derivate sono definite in senso debole, solitamente uno spazio di Sobolev. Una volta stabilita I'esistenza
della soluzione debole occorre dimostrare che & anche una soluzione classica cioé derivabile tante volte
almeno quanto l'ordine dell’equazione differenziale: per il problema affrontato in questa tesi questo
ultimo passaggio e ancora aperto e non verra discusso.

1.2.2 Lo spazio di Sobolev W'

Siano Q ¢ RN apertoe 1 < p < co. Indichiamo con (Q) lo spazio delle funzioni di test, cioe lo spazio
delle funzioni C*(Q) con supporto compatto contenuto in Q, e con 2’(Q) lo spazio delle distribuzioni'
sull’aperto .

1o spazio 9(Q) viene dotato di una topologia per cui una successione {¢,} € D(Q) converge a 0 se supp ¢, C K per ogni
n, con K C Q compatto e ¢, cosi come tutte le sue derivate parziali di qualunque ordine, tende uniformemente a 0 in K. Una
distribuzione T € 2’(Q) & dunque un funzionale lineare e continuo da 2(Q) in R.
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Definizione 1. 16 Lo spazio di Sobolev W*(Q) & lo spazio delle funzioni LF(Q) con derivate
d1str1buz1ona11 in LP(Q) ovvero

WP (Q) = {u e LP(Q)

ou dp
i _— 4 - = —
esistono % e LF(Q) t.c. /uaXi dx / o —¢dx,

Q

perognic¢)€9(0)ei=1,...,N},

dotato della norma

l

Ip
Yu € WP (Q).
LP(Q)

lullwroey = (nuu Z

=1

Nota. Se u: Q — RM scrivendo u € WP (Q; RM) intenderemo che ogni sua componente & in W7 (Q).
Spesso scriveremo semplicemente u € W17 (Q) e sara chiaro dal contesto quale sara I'immagine. Lo
spazio W17 (Q; RM) ¢ dotato della norma

1/p
lull oy = (Znunwl,,@) :

I risultati sugli spazi di Sobolev riportati di seguito sono quelli che utilizzeremo nel seguito della tesi.
Si possono trovare in [7] e [5].

Proposizione 1.17. W!#(Q) & uno spazio di Banach. E riflessivo per p > 1.
Proposizione 1.18. Sia Q limitato e 1 < p < oo. Allora C*(Q) N W17(Q) & denso in W7(Q).
Proposizione 1.19. Sia F € C!(R) tale che F’ sia limitata. Se u € W'?(Q) allora F(u) € W'"P(Q) e
&F(u) .

F(u) -perognii=1,...,N.

Il seguente teorema permette di dare senso alla restrizione sulla frontiera di una funzione di uno
spazio di Sobolev, che non ¢ in generale continua su Q.

Teorema 1.20 (Teorema di traccia). Sia 1 < p < oo e Q limitato con frontiera di classe C'. Allora esiste
un unico operatore lineare fortemente continuo

T: WP (Q) — LP(0Q)
tale che Tu = u|sq per u € W» nC Q). L'immagine Tu di u si chiama traccia di u.

Nota. In seguito, data u € WP(Q) scriveremo u|yq per indicare la traccia. Inoltre scrivendo fao udo
intenderemo faQ Tudo.

I1 teorema di Rellich-Kondrachov

Questo paragrafo é dedicato al teorema di Rellich-Kondrachov che stabilisce alcune inclusioni dello
spazio di Sobolev W' (Q) in altri spazi funzionali.
Abbiamo bisogno della seguente definizione.

Definizione 1.21. Siano X ed Y due spazi di Banach. Allora una mappa lineare F: X — Y si dice
compatta se & continua e inoltre per ogni successione {x,} limitata in X esiste una sottosuccessione di
{F(xy)} convergente fortemente in Y.

Teorema 1.22 (Teorema di Rellich-Kondrachov). Sia Q limitato con frontiera di classe C!. Allora

(i) se1 < p < N, detto p* = NN—_’; V'esponente di Sobolev, si ha che W (Q) c L1(Q) per ogni 1 < q < p*
e 'immersione & compatta;

(ii) se p = N si ha che W7(Q) C L1(Q) per ogni g > p e 'immersione & compatta;
(iii) se p > N si ha che WP(Q) c C (Q) e 'immersione & compatta.

Nel seguito di questa tesi faremo uso del seguente corollario che discende immediatamente dal
teorema di Rellich-Kondrachov.

Corollario 1.23. Sia Q limitato con frontiera di classe C! e {u,} una successione limitata in W?(Q).
Allora esiste una sottosuccessione {u,, } convergente fortemente in L7 ((2).



Capitolo 2

Elementi di Meccanica dei Continui e
della Teoria dell’Elasticita

In questo capitolo presentiamo brevemente la teoria generale della statica dei corpi continui (Sezione 2.1),
e introduciamo alcuni elementi della Teoria dell’Elasticita (Sezione 2.2).

2.1 Statica dei corpi continui

2.1.1 Deformazione di un corpo continuo

I punti materiali di un corpo continuo tridimensionale si identificano con i punti di un aperto limitato
Q c R3 che supponiamo avere frontiera di classe C!. Ci riferiremo agli x € Q con il nome di coordinate
materiali. Possiamo pensare () come la regione dello spazio occupata dal corpo in una data disposizione
di riferimento. Allora una qualunque deformazione dalla disposizione di riferimento e descritta da una

mappa
u: Q—R3

x > u(x)

che ad ogni punto materiale x € Q associa la posizione u(x) € R* da esso occupata nella disposizione
deformata. L'intero corpo continuo deformato occupa la regione % = u(Q2) dello spazio euclideo. I punti
dello spazio euclideo in cui si colloca il corpo deformato verranno indicati con y € R3 e ci riferiremo ad
essi con il nome di coordinate spaziali.

Affinché il modello escluda la compenetrazione della materia richiediamo che u sia una mappa
biettiva tra Q e . Inoltre in questo capitolo assumeremo che sia u che u~!: B — R3 siano di classe C2
e si estendano con continuita fino alla frontiera del loro dominio di definizione. Richiederemo anche
che u preservi l'orientazione. Pertanto la matrice jacobiana Du(x), chiamata in questo contesto gradiente
di deformazione, soddisfa puntualmente la condizione det Du(x) > 0.

Nota. Nel seguito, ometteremo spesso 1'indicazione esplicita della variabile da cui le funzioni dipendono
ma essa si potra desumere dal contesto. Inoltre in questo capitolo si assume che tutti i campi che vengono
introdotti siano sufficientemente regolari affinché i passaggi siano giustificabili.

2.1.2 Equazione di bilancio delle forze

Ricaviamo le equazioni che descrivono la condizione di equilibrio per un corpo continuo. Sia dunque
fissata una deformazione u per il corpo Q. Supponiamo che il corpo sia soggetto ad un campo di forze
di volume per unita di massa descritto nelle coordinate spaziali dal campo
f:R® - RS
y = f)
Sia ora # C & aperto con frontiera di classe C!. Su # agiscono le forze di volume e sulla sua frontiera le

forze di superficie esercitate del resto del corpo. Quindi I'equazione di bilancio delle forze su # é della
forma

[owsy+ [ 1.ntpaom =0
2 ot
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Il campo p: B — R, & la densita di massa nelle coordiante spazialie t: % X dB(0,1) — R3 descrive lo
sforzo (ovvero la forza per unita di superficie) in ogni punto y e in funzione del versore normale uscente
n. Il teorema degli sforzi di Cauchy afferma che esiste un campo di matrici simmetriche T: % — Sym,
detto tensore degli sforzi di Cauchy, tale che t(y,n) = T(y)n. Il bilancio delle forze si puo allora riscrivere
nel modo seguente:

[ewsw+ [ Tmmiom =o
4 e

Data l'arbitrarieta di # possiamo equivalentemente esprimere il bilancio delle forze in forma locale come

o) f(y)+divT(y) =0 perogniy € %, (2.1)

dove (divT); = %’j.

Effettuando il cambio di variabile y = u(x) riscriviamo 'equazione di bilancio in coordinate materiali
nel modo seguente:

/ p(x) f (u(x))dx +'/a S(x)N(x)do = / [/,t(x)f(u(x)) + div S(x)] dx =0,

dovew = u='(4), u = (det Du)p(u) &la densita di massa in coordinate materialie S = (det Du)T(u)(Du)~"
e il tensore degli sforzi di Piola. Inoltre N(x) denota il versore normale uscente nel punto x € Jw e
(div S); = %. L'equazione di bilancio delle forze in forma locale si ottiene tenendo conto dell’arbitrarieta
diwede ripgrtata di seguito:

p(x) f(u(x)) +divS(x) =0 per ogni x € Q.

2.2 Corpi elastici e relazioni costitutive

La condizione di equilibrio (2.1) ricavata nel paragrafo precedente ¢ una legge generale che una coppia
di campi (1, T) deve soddisfare affinché descriva una configurazione di equilibrio. Questa legge non &
ovviamente sufficiente per risolvere il problema dell’equilibrio perché occorre conoscere la risposta del
corpo alle deformazioni che dipende in modo specifico dal materiale di cui e costituito. Il comportamento
caratteristico di un materiale viene dunque descritto limitando ulteriormente le coppie (u, T) ammissibili
mediante una relazione costitutiva. In questa tesi prenderemo in considerazione corpi elastici che vengono
modellati imponendo che

T(u(x)) = T(x, Du(x)) per ogni x € Q, (2.2)

dove T: Q x Mat™ — Sym & un campo assegnato che chiameremo funzione di risposta associata al tensore
degli sforzi di Cauchy. Se T' non dipende dal punto materiale x il corpo & detto omogeneo.

Osserviamo che il tensore di Piola soddisfa allora una condizione analoga a quella del tensore degli
sforzi:

S(x) = S(x, Du(x)) = (det Du(x))T(x, Du(x))(Du(x))~T.

Il campo S, definito da S(x, F) = (det F)T(x, F)F~T, ¢ la funzione di risposta associata al tensore di Piola.

2.2.1 Materiali iperelastici

Una classe di modelli utilizzata spesso in Teoria dell’Elasticita & quella dei materiali iperelastici. Nel

seguito della tesi ci focalizzeremo esclusivamente su di essi. Questi modelli si basano sull’ipotesi che la

funzione di risposta per il tensore di Piola si esprime mediante la relazione $;, = gTv?i dove il campo

W: Q xMat" — R e detto densita di energia elastica. Pitt avanti, quando descriveremo il problema di

equilibrio su cui é incentrata questa tesi, il motivo di questa denominazione verra chiarito.
Osserviamo che nel modello iperelastico 1’equazione di bilancio delle forze diviene

) + - | S5, Do) =0

per ogni x € Q.



2.2.2 Teorema di decomposizione polare
Vale il seguente risultato di algebra lineare che ci tornera utile.

Teorema 2.1 (Teorema di decomposizione polare). Sia F € Mat™. Allora esistono unici U € Sym” e
R € Orth" tali che F = RU.

Dimostrazione. Consideriamo C = FTF. E immediato verificare che C & simmetrica e definita positiva.
Pertanto per il teorema spettrale & ben definita U = C'/2. Sia R = FU~!. Essa & ortogonale perché,
essendo U simmetrica

RRT =FU'UTTFT = FU?FT = F(FTF)7'FT =L

Inoltre ovviamente det R > 0, dunque R € Orth*. . y y 5
Per dimostrare I'unicita basta osservare che se F = RU con U € Sym* e R € Orth" allora F'F = U?
dacui I = CY2 = U. Inoltre R =FU' =FU™" =R. u!

Ora, fissata F € Mat" viene individuata univocamente la matrice U ed in particolare i suoi
autovalori strettamente positivi A = (A1, A2, A3) € Ri. Essi descrivono localmente la dilatazione del
corpo lungo le tre direzioni degli autospazi (ortogonali per il teorema spettrale) di U essendo che
|du|* = |Fdx|?> = dx - FTFdx per un piccolo spostamento dx nelle coordinate materiali. Vengono pertanto
chiamati dilatazioni principali di F.

Nota. Poiché fissata F € Mat* le matrici C € Sym*, U € Sym™, R € Orth* e il vettore A € R? sono
univocamente determinati, allora restano definite le seguenti funzioni:
C: Mat™ — Sym™ U: Matt — Sym* R: Mat®™ — Orth* A:Mat" — R3
F—C F—U F— R F— A

Spesso, per semplicita, scriveremo C, U, R o A intendendo che essi vengono fissati da F mediante tali
funzioni.

2.2.3 Invarianti principali

Definiamo adesso gli invarianti principali, un altro strumento di algebra lineare di cui faremo uso. Sia
A € Mat. Il suo polinomio caratteristico det(A — Al) si riscrive esplicitamente come

—A3 + [(A)A? — L(A)A + I3(A),
dove I: Mat — RS ¢ definito da:

L(A)=trA
Io(A) = tr(cof A) = (frz“)zz;ff(f‘z)
I3(A) = det A.

Questi sono gli invarianti principali di A. Se A € Sym allora é diagonalizzabile e suoi invarianti principali
si esprimono in termini degli autovalori A; come

Il(A) =AM +A+ A3
IZ(A) =MAs+ A1A3 + A1An
I5(A) = A AaAs.

E evidente che due matrici simmetriche hanno lo stesso spettro se e solo se hanno gli stessi invarianti
principali. Infatti essi individuano univocamente il polinomio caratteristico.

2.2.4 Principio di indifferenza materiale

Consideriamo due coppie di campi (1, T) e (ii, T) che soddisfano la relazione costitutiva (2.2). Sup-
poniamo che #i(x) = Qu(x), dove Q € Orth™. E naturale richiedere che per ogni x € Qe n €
52
T(ii(x))Qn = QT (u(x))n,
ovvero R X
T(x,Dii(x))Qn = QT (x, Du(x))n.
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Questa condizione equivale ad affermare che mediante una rotazione rigida del corpo gli sforzi ruotano
in modo solidale o, in altri termini, che la risposta del materiale e indipendente dalla scelta del sistema
di riferimento. Essendo u arbitraria e valendo che Dii = QDu, allora

T(x,QF) = QT(x, F)Q”

per ogni x € Q, F € Mat" e Q € Orth*. Diremo che in questo caso T soddisfa al principio di indifferenza
materiale. Si pud esprimere lo stesso fatto in modo equivalente mediante la funzione di risposta associata
al tensore degli sforzi di Piola: S(x,QF) = QS(x,F). In termini della densita di energia elastica il
principio di indifferenza materiale si formula come indicato dalla seguente proposizione.

Proposizione 2.2. La funzione di risposta S soddisfa al principio di indifferenza materiale se e solo se
W(x, QF) = W(x, F)
perognix € Q, F € Mat" e Q € Orth™.

Dimostrazione. La sufficienza € un semplice calcolo. Dimostriamo dunque la necessita.
Passo 1. Siat + P(t) una curva liscia a valori in Orth*. Allora se § soddisfa al principio di indifferenza
materiale $(x, P) - P = 0. Infatti

4

d a
E[S(X,P)P] = I

tr(PTS(x, P)) = %tr(PTpé(x,]I)) = %tr(ﬁ(x,ﬂ)) =0.

D’altra parte
%[ﬁ(x, P)-P]=S(x,P)- P +te(PTPS(x,1)).

Ma PTP ¢ antisimmetrica e S(x,I) = T(x, I) & simmetrica, pertanto l’u\ltimo addendo ¢ nullo.
Passo 2. Mostriamo che W(x, Q) = W(x,I) per ogni Q € Orth". E sufficiente considerare la curva

liscia t > P(t) a valori in Orth* che connette I con Q (infatti Orth™ & connesso per archi) e usare il
risultato del passo precedente per dire

w

S(x,P)-P = OF.

(x,P)- Pia = %W(xlp) =0.

Passo 3. Se § soddisfa al principio di indifferenza materiale & immediato verificare che

J
— [W(x, QF) - W(x, F)] = 0.
55 [W(x, QF) = W(x, )]
Ora, visto che Mat" & connesso per archi, possiamo considerare una curva liscia che connette F con I e
ottenere cosi
W(x/ QF) - W(x/ F) = W(x/ Q]I) - W(x/ H) = O/

dove l'ultima uguaglianza vale per il passo precedente. ]

Osserviamo che grazie al teorema di decomposizione polare, se W soddisfa al principio di indifferenza
materiale, allora W(x, F) = W(x, RU) = W(x, U). Nel seguito assumeremo sempre soddisfatta questa
condizione.

2.2.5 Materiali isotropi

Consideriamo il seguente esperimento. Prendiamo un campione omogeneo costituito di un dato
materiale la cui funzione di risposta ¢ data dal campo T': Mat™ — Sym indipendente dal punto materiale
x. Questo campione abbia forma sferica B(0, 1) nella disposizione di riferimento. Consideriamo due
coppie di configurazioni (u,T) e (ii, T) soddisfacenti la relazione costitutiva (2.2). Supponiamo che
la deformazione u sia uniforme, ossia u(x) = Fx dove F € Mat™. Inoltre sia ii(x) = u(Qx) dove
Q € Orth™ in modo che la deformazione i si ottenga ruotando dapprima la sfera secondo la matrice Q e
successivamente deformandola secondo u. Se il materiale € isotropo allora qualunque siano F e Q deve
valere che T(y) = T(y) per ogni y € u(B(0,1)). Infatti la risposta del materiale alle sollecitazioni non
deve dipendere dalla direzione in cui esse sono dirette. Utilizzando (2.2) e tenendo conto del fatto che
Du = F, Dii = FQ, abbiamo che T(F) = T(FQ).

Consideriamo adesso il caso generale in cui il corpo Q non & omogeneo e la funzione di risposta T
dipende dal punto materiale x. Diciamo allora che il materiale in x € Q) & isotropo se per ogni F € Mat*
e Q € Orth™ vale

T(x,FQ) = T(x, F).
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Lisotropia del materiale si caratterizza in modo equivalente in termini del tensore di Piola imponendo
che S(x, FQ) = S(x, F)Q. Per materiali iperelastici la condizione & equivalente a W(x, FQ) = W(x, F).
La dimostrazione di quest'ultimo fatto si ricava ragionando come nella Proposizione 2.2.

Osserviamo che se il materiale ¢ isotropo e soddisfa il principio di indifferenza materiale si ha
W(x, QFQT) = W(x, F) per ogni F € Mat* e Q € Orth™. Una funzione che soddisfa queste proprieta si
dice funzione isotropa. Nel prossimo paragrafo ricaviamo alcune proprieta delle funzioni isotrope.

2.2.6 Alcuni teoremi di rappresentazione per funzione isotrope
Chiariamo innanzitutto la definizione di funzione isotropa.

Definizione 2.3. Sia 9t un insieme di matrici invariante sotto 1’azione di coniugio del gruppo Orth?,
cioe QMQT € M per ogni M € Me Q € Orth*. Allora una funzione x: M — R si dice isotropa se
K(QMQT) = k(M) per ogni M € Me Q € Orth™.

Notiamo che Mat* e Sym* sono invarianti sotto 1’azione di coniugio di Orth™.
Il seguente teorema caratterizza le funzioni isotrope nel caso M = Sym™.

Proposizione 2.4. Una funzione x: Sym™ — R eisotropa se e solo se esiste una funzione ¥: I(Sym*) — R
tale che x(A) = W(I(A)) per ogni A € Sym™.

Dimostrazione. Se k(A) = W(I(A)) allora e « & isotropa perché lo sono ovviamente gli invarianti principali.

Viceversa sia k isotropa. Dobbiamo mostrare che se A; e A, hanno gli stessi invarianti principali
allora k(A1) = x(Az2). Ora A1 e A hanno lo stesso spettro perché gli invarianti principali individuano il
polinomio caratteristico. Allora, dal momento che A1 e A, sono simmetriche, esse sono coniugate da
una rotazione Q € Orth*, diciamo Ay = QA;QT. Quindi per I'isotropia di x abbiamo x(A1) = k(A7)
come volevamo. O

Grazie all'indifferenza materiale possiamo sfruttare questo risultato per caratterizzare anche l'isotro-
pia della densita di energia elastica W: Mat" — R. Omettiamo per semplicita la dipendenza di W da x
che non & importante in questa discussione. Osserviamo preliminarmente che per indifferenza materiale

W(F) = W(U(F)) dove W: Sym™ — R ¢ la restrizione di W a Sym*. La caratterizzazione dell’isotropia
di W e allora fornita dalla seguente proposizione.

Proposizione 2.5. Sia W: Mat* — R soddisfacente al principio di indifferenza materiale. Allora essa &

isotropa se e solo se esiste ®: R3 — R simmetrica nelle tre variabili, tale che W(F) = D(A(F)) per ogni
F € Mat*.

Dimostrazione. Supponiamo che W sia isotropa. Siano F; e F, in Mat" aventi le stesse dilatazioni principali
a meno di permutazioni. Dobbiamo dimostrare che W(F;) = W(F;). Ora, W e isotropa. Quindi per la
Proposizione 2.4 abbiamo che W) = w(I(U)) per una opportuna funzione W: I(Sym*) — R. Adesso
siano U; = l:l(Fl) el, = l:l(Fg). Per ipotesi U; e Uy hanno gli stessi autovalori. Pertanto I(U;) = I(U) e
si conclude.

Viceversa supponiamo W(F) = ®(A(F)) con ® simmetrica nelle tre variabili. Dobbiamo mostrare
che per ogni F € Mat™ e Q € Orth* si ha W(QFQT) = W(F). Ma questo & vero perché FTF e QTFTFQ
hanno gli stessi autovalori /\%, )\%, Ag. O

Concludiamo con un’ultima osservazione che motivera una delle ipotesi del teorema di esistenza per
il problema di equilibrio (si veda l'ipotesi (W1)). Sappiamo che se W & isotropa allora

W(U) = W(tr U, tr(cof U), det U) = h(U, cof U, detU),

dove h: Sym* x Sym* xR, — R ¢ definita dall'ultima uguaglianza. Adesso, osserviamo' che (cof U)* =
cof(U?) = cof(FTF) = (cof F)T cof F e che det F = det(RU) = det U. Da questo deduciamo che

W(F) = W(U) = h((FTF)'/2, [(cof F)" cof F]'/2, det F) = ¢(F, cof F, det F)

dove g: Mat* x Mat* x Ry — R @ definita dall’'ultima uguaglianza.

1Se A & una matrice invertibile allora cof A = (det A)A™T. Pertanto cof(AT) = (cof A)T. Inoltre se B & una seconda matrice
invertibile allora cof(AB) = det(AB)(AB)™T = (cof A)(cof B).



Capitolo 3

Teorema di esistenza per un problema
di equilibrio in elasticita non lineare

In questo capitolo viene affrontato 1’argomento centrale di questa tesi, ovvero la dimostrazione
dell’esistenza di soluzioni per un problema di equilibrio in elasticita non lineare.

Nella Sezione 3.1 viene introdotto il problema di equilibrio, nella Sezione 3.2 esso viene riformulato
in termini variazionali, nella Sezione 3.3 il problema variazionale viene posto in forma debole e viene
fornita la dimostrazione dell’esistenza delle soluzioni.

3.1 Descrizione del problema al bordo

Sia Q, aperto con frontiera di classe C 1 un corpo di materiale iperelastico. Siano I'; e I'; sottoinsiemi
disgiunti di JQ e relativamente aperti. L'insieme dQ \ (I' U I';) abbia superficie nulla. Eventualmente
I'1 oppure I'; possono coincidere con tutto Q). Siano u: I'1 — R? e 5: I, — R3 due funzioni assegnate.
Consideriamo allora il problema di determinare una deformazione u: Q — R3 tale che

pfi) + = (4, Du)) =0 su
u=u suly 3.1)
2 (x, Du)Na(x) =5; suly,

dove N(x) denota come al solito il versore normale uscente ad Q in x € JQ. Fisicamente il problema (3.1)
significa cercare una deformazione tale che i punti di I'y assumano la posizione fissata da u e lo sforzo
suI's sia fissato da s.

Se I't = dQ il problema é detto problema al bordo di piazzamento, se T'» = dQ & detto problema al bordo di
trazione, altrimenti & detto problema al bordo misto di piazzamento e trazione.

3.2 Formulazione variazionale

Ci occupiamo adesso di riformulare il problema (3.1) in termini variazionali riconducendolo alla
minimizzazione di un opportuno funzionale!. Per poter procedere occorre assumere che il campo di
forze esterno f sia conservativo ovvero ammetta un potenziale i: R> — R tale che f(y) = -V, ¢(y).
Definiamo quindi il seguente funzionale, che descrive 1’energia associata ad un data deformazione u:

J(u) = /Q[W(x,Du)+y1/J(u)]dx _/r s-udo. (3.2)

Verifichiamo allora che rendendo stazionario | tra le deformazioni che soddisfano il vincolo di piazza-
mento, si riottiene il problema (3.1). Sia dunque ¢: Q — R? una variazione di u che si annulla in I';.

1A questo livello procediamo in modo formale senza ricercare delle ipotesi che permetterebbero di giustificare i passaggi: nel
Capitolo 4 approfondiremo questo aspetto.
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Calcoliamo formalmente

d oW dP; d _
fols oo = [ (S D032+ w3 - [ 5 oo -

:[)%(%‘Pi)d’“/@ d (aw)_ Y

oo (5 ) - w5 |t~ [ 5020 - (63
-l )+
Q

IW
—u=—| ¢idx + —N, —5;| ¢pido.
9xy \OFim ”ayi} Ppidx /rz (aFm @ S’) Pido
Nell'ultimo passaggio abbiamo usato il teorema della divergenza e che ¢ si annulla in I';. Imponiamo
che u renda stazionario J, ovvero che ;l_r J(u + td)| =0 = 0 per tutte le variazioni ¢ che si annullano in
I'1: scegliendo ¢ a supporto compatto su Q si ottiene la prima condizione in (3.1), quindi scegliendo ¢
generica si ottiene la terza condizione.

Riformuliamo allora il problema di equilibrio come segue: determinare u* minimizzante globale di |
tra tutte le deformazioni che rispettano il vincolo di piazzamento u = u su I'r.

Nota. Naturalmente possono esistere anche altre soluzioni di equilibrio corrispondenti a minimi locali
oppure a massimi locali. Tuttavia per dimostrare I’esistenza di almeno una soluzione di equilibrio &
sufficiente dimostrare l'esistenza di un minimizzante globale.

3.3 Formulazione debole e teorema di esistenza

Rimane da indagare 1’esistenza delle soluzioni del problema variazionale a cui ci siamo ricondotti. Lo
spazio ¥ nel quale si cercano le soluzioni classiche ¢ lo spazio delle mappe u: Q +— R iniettive tali che:

(ii) u soddisfa la condizione al bordo u|r, = u;

(i) sia u che u™: u(Q) — Q sono di classe C? e si estendono con continuita fino al bordo del dominio
di definizione;

(iii) u preserva l'orientazione.

E ancora un problema aperto stabilire 1’esistenza di soluzioni in 8. Il teorema di esistenza che
dimostreremo in questo capitolo si riferisce pertanto al problema formulato in senso debole.

Per formulare il problema in senso debole occorre stabilire lo spazio di ammissibilita 2 nel quale
cercare le soluzioni. Prenderemo come 2 un opportuno sottoinsieme di uno spazio di Sobolev W'*(Q)
dove p verra fissato pili avanti. Se u € A esso deve soddisfare le condizioni riportate di seguito.

(i) Affinché le soluzioni soddisfino le condizioni al bordo di piazzamento richiediamo che u|r, = u,
dove u|r, & definita restringendo la traccia di u all’aperto I'1. Perché la richiesta abbia senso
imponiamo che u € LP(T'y).

(if) La condizione che la deformazione sia iniettiva e preservi l'orientazione € delicata da riformulare
per gli elementi di wbr perché non sono in generale funzioni lisce. Pertanto imponiamo la
condizione pit1 semplice da gestire che det Du > 0 g.o. E tuttora un problema aperto quello di
stabilire se le soluzioni sono effettivamente iniettive.

Nota. La condizione al bordo sulla trazione ¢ gia inclusa nell’espressione del funzionale e dunque non
viene introdotta in .

Per poter decidere quali ulteriori condizioni & opportuno introdurre per completare la definizione di A
dobbiamo affrontare uno studio piit approfondito delle proprieta di W' (Q; R3).

3.3.1 Determinante e matrice dei cofattori del gradiente di deformazione in
WLP(Q; R3)
Se F € Mat si verifica facilmente che (cof F);, = %eijkeaﬁijﬁFky e che

1 1
detF = geijkeaﬁypiapjﬁpky = gP,‘a(COfF)ia.

Quindi data u € C?(Q;R3) abbiamo

1 uj Juy
(COfDM)m = Eel]keaﬁyagy (34)
1 aui
detDu = 39, (cof Dut)jg. (3.5)
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Usando l'antisimmetria del simbolo di Levi-Civita si ottiene

J0 (1 ou
(cof Dut);o = E (Eeijkeaﬁyuja—xt) (3.6)
d (1
detDu = e gui(cofDu)m . (3.7)

Nel caso in cui u € WP(Q) possiamo ancora definire la matrice dei cofattori e il determinante del
gradiente di deformazione mediante (3.4) e (3.5). Vorremmo estendere anche la validita di (3.6) e (3.7).
Iniziamo con il seguente lemma.

Lemma 31. Sia2 < p < 0. Se u € WP(Q) allora cof Du € LP/2(Q). Inoltre se cof Du € L1(Q) e
g > =p’ alloradetDu = } ‘9”’ L (cof Du)ia € LY(Q).

Dimostrazione. In generale se f, g € LF(Q) con p > 2 allora fg € LP/2(Q). Infatti

7l < LEEISE g s pgry e 2,

Per cui cof Du € LP/2. Inoltre se cof Du € L1 allora per il Lemma 1.14 abbiamo che che cof Du € L e si
conclude per Holder. ]

La proposizione che segue da significato alle identita (3.6) e (3.7).
Lemma 3.2. Sia2 < p < o0.
(i) Se u € WIP(Q) allora (3.6) vale nel senso delle distribuzioni.
(ii) Se inoltre cof Du € L1(Q) con q > p’ allora (3.7) vale nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. (i) Sia u € W (Q). Dobbiamo mostrare che

1 duy dP
/Q(cofDu)iaqbdx = —/Qzezjkeaﬁyuja Bxﬁdx

per ogni ¢ € D(Q). Questo & banalmente vero se u € C*(Q) e si estende per u € W#(Q) usando
la Proposizione 1.18. Infatti sia u™ e C*(Q) N WLP(Q) tale che u™ — u in W, E sufficiente
verificare che

/ ouj up oM au,((”) L) / dup () o'?u,((") ¢
— - —|=— >0 e U —u;
al\dxgdx,  dxg Ix, |dxg ax, -/ &xy 8xﬁ

I primo limite si verifica mediante la stima

J{EE
al\dxgdx,  dxg 8x§,”)

(n) (n) (n)
w2 (12 2 A
= lloxgll, |[0xy  dxy dxg  dxg dxy ” '

dove M e il massimo di 5—)?;. Essendo p’ < p, si fa uso del Lemma 1.14 per stabilire la limitatezza

delle due norme in L?". Si procede in modo del tutto analogo per verificare il secondo limite.

(ii) Occorre mostrare che se u € W?(Q) e cof Du € L9(Q) con q > p’ allora

/181/!1‘
Q3o7xa

Per semplicita chiamiamo H;, = (cof Dut);q.

1 ¢
- '/(; gul(COf Du),aa—xadx.

Osserviamo preliminarmente che se u € C*(Q) allora per1’antisimmetria del simbolo di Levi-Civita

3HZ(Y p—
. = 0. Da cui

d
/ Hia—¢dx =0 perogni¢ € D(Q). (3.8)
Q 8xa
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Quest’ultima uguaglianza si estende per u € W1 (Q) utilizzando lo stesso argomento di densita
del punto (i).

Sia ora p, una sequenza di mollificatori. Estendendo H;, su tutto R3 ponendolo 0 fuori da €3, € ben
definita la convoluzione p, * H;,. Osserviamo ora che per ogni x € Q ed n sufficientemente grande

d _ dpn dpn
&_xa(,on * Hig)(x) = ((9 *Hza) (x) = ,/RS oxs

Infatti per x € Q fissato, per n sufficientemente grande x’ +—
Qe siapplica (3.8).

Grazie alla Proposizione 1.18 troviamo u™ e C*(Q) N WIP(Q) tale che u™ — u in WP, Adesso
fissata ¢p € D(Q) sia Q O S O supp ¢ un compatto con frontiera di classe C!. Allora

/18u

x"YH;o(x")dx" = 0. (3.9

p” x, (x — x’) € a supporto compatto in

(n)
(Pn*Hza)QZ)dx—/a ( (")(pn Hla)qi))dx_

R ENORA . _/1 o) 9%
/3 i xa(Pn Hza)¢)dx S3ui (Pn Hza)axadx

in quanto tutte le funzioni sono regolari. Ora, il primo integrale & nullo per il teorema della
divergenza, il secondo € nullo per n grande grazie a (3.9): notiamo che il limite inferiore per n
affinché x’ — ‘9p 5. (X —x7) sia a supporto compatto in €), e possa dunque applicarsi (3.9), € uniforme

inxeSs perche S C Qe compatto.
Abbiamo dunque ottenuto che per n grande

1814(") (n)
/3 PR (pn Hza)qbdx_ / (Pn

Quindji, sapendo che p,, * H;;, — Hi, in LP per la Proposizione 1.12, ragionando come nel punto
(i), possiamo passare al limite per n — oo ottenendo il risultato voluto.

O

Concludiamo questo paragrafo con un ultimo risultato tecnico.

Proposizione 3.3. Sia2<p,q>p’ = 71, r > 1. Sia {u™} ¢ W'?(Q) una sequenza tale che

u™ =yt in WhP(Q)
cof Du™ =~ H inL1(Q)
detDu™ —§ in L'(Q).
Allora H = cof Du* e 6 = det Du".
Dimostrazione. L'idea della dimostrazione & quello di mostrare che:

(i) se u™ — u*in W?(Q) allora esiste una sottosuccessione {u")} tale che cof Du™) — cof Du* in
2'(Q);

(ii) se u™ — u*in W'P(Q) e cof Du™ — cof Du* in L(Q) allora esiste una sottosuccessione {u )}
tale che det Du(™) — det Du* in 2"(Q).

Il risultato voluto allora seguirebbe immediatamente grazie al seguente lemma.

Lemma 3.4. Sial < p < o0. Sia {f,} € LP(QQ) una sequenza tale che f, — gin LP(Q) e f,, — f in 2'(Q)

con f € L (Q) e ny una sottosuccessione. Allora f = g q.0.

Dimostrazione del Lemma 3.4. Grazie alla convergenza in 2'(Q)

/(;fnk(pdx - /()fqbdx per ogni ¢ € 2(Q).
D’altra parte 2(Q) c L?'(Q), pertanto
./ankqbdx - ‘/ngbdx per ogni ¢ € D(Q).
La tesi segue applicando la Proposizione 1.13 O

13



Dimostriamo il punto (i). Grazie all'identita fornita dal Lemma 3.2 basta mostrare che esiste una
sottosuccessione 1" tale che per ogni ¢ € D(Q)

ou’ o™ L)
* k _ (nk) k
/Q u; _8xy U —3xy ) _&xﬁ dx — 0. (3.10)

Essendo p’ < p per p > 2, grazie al Corollario 1.23, troviamo una sottosuccessione u") — u* in L¥'(Q).
(ng) “

d d
Inoltre? Z; - = Wuj‘/ in LP(Q2). Allora (3.10) segue grazie al seguente fatto generale.

Lemma 3.5. Sial < p < 0. Se f, — f in LV (Q), g, — g in LP(Q) e h € L®(Q) allora

[ 75~ fugahx o
Q
Dimostrazione del Lemma 3.5. Abbiamo

— 0,

' /Q (Fg - fugu)hdz] < ]l /Q 1 = Fullguldx + /Q Fh(g - gn)ix

dove si usa la disuguaglianza di Holder, che || g, ||, & limitata e che fh € LF'(Q). ]

La dimostrazione del punto (ii) procede in modo identico. O

3.3.2 Spazio di ammissibilita

In base ai risultati della Sezione 3.3.1 completiamo la definizione di % ponendo

A={u e W"(Q)| cof Du € L1(Q), detDu € L'(Q),

3.11
detDu > 0q.0., u|r, =u}, 3-11)

dovep>2,4q2> F%,r>1eﬁe LP(I').

3.3.3 Un altro lemma tecnico

Lemma 3.6. Sia 1 < p < o0 e Q aperto connesso e limitato con frontiera di classe C'. Sia Iy ¢ dQ un
insieme relativamente aperto di area strettamente positiva. Allora esiste K > 0 dipendente solo da p, )

e I'; tale che
P
/|u|pdeK(/|Du|pdx+/udo )
Q Q Iy

Dimostrazione. Per assurdo non esista K. Allora € possibile trovare una successione {um} c Whr(Q)

tale che
/Iu(”)|”dx >n (/ |Du™|Pdx + / u™dg
o) o) I

Troviamo la contraddizione.
Passo 1. Per omogeneita si puo assumere che fQ |uM|Pdx = 1. In tale caso fQ |Du™|Pdx — 0. Quindi

per ogni u € WP (Q).

p
) . (3.12)

{u} & limitata rispetto alla norma di W'#(Q). Poiché W'#(Q) é riflessivo esiste una sottosuccessione
{u")} debolmente convergente, diciamo TN

Passo 2. Per il teorema di Rellich-Kondrachov, a meno di estrarre ulteriormente una sottosuccessione,
possiamo assumere che um) — y* in LP(Q). Quindi /Q |u*|Pdx = 1.

Passo 3. 11 funzionale definito su W7 (Q) da u fQ |Du|Pdx & convesso e fortemente continuo. Per
la Proposizione 1.8 & debolmente inferiormente semicontinuo. Usando il passo 1 si ottiene

/ |Du|Pdx < liminf/ |Du"|Pdx =0,
Q k—o0 Q

e quindi fQ |Du*|Pdx = 0. Ne segue che Du* = 0 q.0. Essendo () connesso allora #* = C q.0. dove C € R.

%In generale se f;, — f in W?(Q) allora V£, — Vf in LP(Q) perché la mappa f > Vf & continua come mappa da W7 (Q) a
LP(Q).
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Passo 4. Per il teorema di traccia
11 = | oy < 1™ = ull i)

D’altra parte

1/p
LP(Q) LP(Q)]

140 = gy = (187 = ], g + DU = il
) _ 1P (m0) SR b
< [0 = w2, ) + (1D N0y + 1D i) | =

1/p
= [l =l g + WD | 0

Utilizzando il Lemma 1.14 otteniamo

™ =y S 1™ = wll iy < ™ = o) — 0.

Passo 5. Vale che
/ u'do / u™dg
1"1 rl

dove si usa il risultato del passo precedente e il fatto che ‘ ffl u("k)da‘ — 0, deducibile da (3.12). Essendo

< lu* — u™)|do +
I

|C|areal’; = — 0,

areal't > 0 per ipotesi, allora u* = C = 0 che contraddice fQ |u*|Pdx = 1. o
Nota. Supponiamo che u € U. Allora per il lemma

/|Du|”dx2 l/|u|7”dx— /Eda
Q K Jo I

Questa disuguaglianza esprime il seguente fatto intuitivo: se un corpo & soggetto al vincolo che
una porzione della sua frontiera deve rimanere fissa, allora quando viene tirato il suo gradiente di
deformazione deve in qualche modo crescere.

p

3.3.4 Ipotesi sul funzionale

Consideriamo il funzionale (3.2) e formuliamo alcune ipotesi sulle funzioni che compaiono nell’espres-
sione. Saranno necessarie per ottenere il risultato di esistenza.
Le ipotesi su W sono riportate di seguito e verranno discusse in dettaglio nel Capitolo 5.

(W1) La funzione W: QO X Mat — [0, co] & policonvessa ovvero esiste g: QO X Mat X Mat xR — [0, co] non
negativa e continua tale che per ogni x € Q) la mappa

Mat X Mat X R — [0, +o0]
(F,H,6)— g(x,F,H,9)
& convessa e W(x, F) = g(x, F,cof F, detF).
(W2) Esistono costanti ¢c; > 0 e c; tali che g(x,F,H, ) > c1 + c2(|F|” + |H|7 +19]").
(W3) g(x,F,H,0) < coseesolosed > 0.
Le ipotesi sulla densita di massa, sul potenziale esterno e sullo sforzo al bordo sono le seguenti.

(P1) La funzione pu: QQ — R, & continua e si estende con continuita in Qe Y: R3 — R & continua e
convessa. Inoltre esistono c3 e c4 costanti positive tali che ¢(y) = —c3 — c4|y|”.

(P2) 5 € L2(Ty).

Aggiungiamo un’ulteriore ipotesi che dipende dalla geometria del problema al bordo. Essa € necessaria
affinché la riposta elastica del materiale alle deformazioni sia sufficiente ad evitare che il potenziale
esterno possa deformare indefinitamente il corpo impedendogli di assumere una configurazione di
equilibrio.

(G) 26—12< > c4]| |0, dove K & la costante che appare nel Lemma 3.6.

Osserviamo che il campo della forza peso ¢ descritto dal potenziale () = gy3 che soddisfa la condizione
(P1) con ¢4 = g. In tale caso 'ipotesi (G) si riduce a 5% > ||l g-

Nota. Con queste ipotesi il funzionale | & ben definito da W'?(Q) in (oo, c0]. In particolare & ben
definito in 2.
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3.3.5 Teorema di esistenza

Possiamo ora enunciare e dimostrare il teorema di esistenza per il problema in forma debole.

Teorema 3.7 (Ball 1976). Sia Q C R? aperto connesso e limitato con frontiera di classe C!. Siano I'; e
I'; insiemi disgiunti relativamente aperti di JQ tali che dQ \ (I'; U I';) abbia superficie nulla e I'; abbia
superficie strettamente positiva.

Valgano le ipotesi (W1), (W2), (W3), (P1), (P2) e (G). Sia U definito come in (3.11). Supponiamo esista
almeno un u € U tale che J(u) < co.

Allora esiste u* minimizzante globale di ] su .

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che, grazie al teorema di traccia, se u € WLP(Q) allora
esiste K1 > 0 tale che

|u|PdoS/ |[ulPdo < Kq (/|u|pdx+/|Du|pdx). (3.13)
I, 20 Q Q

Adesso, se u € W allora, grazie all'ipotesi (W2)

](u)zclvolQ+CZ/|Du|pdx+cz/|cofDu|‘7dx+02/|detDu|’dx+
Q Q Q

+/yzp(u)dx—/§-udo.
Q I

P

udo
all

C2 Co C2
](u)2cost.+—/|Du|”dx+—/|u|’”dx——
2 Jo 2K Jq

Per il Lemma 3.6 abbiamo

+

+62/|cofDu|‘7dx+cz/|detDu|rdx+
Q Q

+‘/lep(u)dx—‘/rz§- udo.

(1) /F1 udo = /Fl udo e costante;

Osserviamo che:

(ii) per l'ipotesi (P1) e il fatto che u & limitata vale che
/ pu(u)dx > cost. — C4/ plulPdx > cost. — C4||y||<x,/ |u|Pdx;
Q Q 0

- 2 =2
(iii) per € > Ovale —s - u = % - % - §|u|2 > cost. — §|u|2, per cui da (3.13) e dal Lemma 1.14
otteniamo

—/E-udchost.—eKz (/lulpdx+/|Du|pdx),
I, Q Q

per una opportuna costante K, > 0 che non dipende da €.

Allora

J(u) = cost. + (C—z —-eK, — C4||[J||oo) / |u|Pdx + (C—Z - eKz) / |Du|Pdx+
2K 0 2 0

+cz/|cofDu|qu+C2‘/|detDu|’dx.
Q Q

Grazie allipotesi (G), scegliendo € sufficientemente piccolo, esiste una costante positiva K3 tale che

J(u) > cost. + Ka||u||” , +cp | |cof Duldx + ¢o | |detDu| dx. (3.14)
W Q) Q Q

Sia ora {u™} c A una sequenza minimizzante cioe lim, e Jw™) =1 = infyea J(u). Sappiamo
che [ é finito. Possiamo poi assumere che [ +1 > J(u'™). Allora per (3.14) abbiamo che u™, cof Du™
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e det Du™ sono limitate rispettivamente in W#(Q), L1(Q), L"(Q). Per il Teorema 1.5 troviamo una
sottosuccessione {u ")} tale che

u™ —~ gy in WP (Q)
cof Du™ — H in L1(Q)
detDu™ — 5 inL'(Q).

Grazie alla Proposizione 3.3 sappiamo che H = cof Du* e 6 = det Du".

Adesso, grazie al teorema di Rellich-Kondrachov abbiamo che W17 (Q) & incluso con continuita in
L*(Q) per p > 2. Dunque u™) — u* in L*(Q) e quindi per il teorema di traccia anche in L?(T2). Essendo
5 € L*(I';) allora

./ 5-u™ds — [ 5-udo.
I I

Esiste allora il limite

/ W(x, Du™))dx + / ylp(u("k))dx — (l +/ E-u*da).
Q Q I,

Poi, se poniamo
fi = (™, Du™)  cof Du™), detDu(”k)) f =", Du”,cof Du"*,det Du"),

abbiamo che fy — f in L(Q), in quanto L}(Q) & incluso con continuita in W?(Q), L1(Q) e L"(Q).
Quindi se definiamo G(x,y,F,H,0) = g(x,F,H,d) + u(x)y(y) vengono soddisfatte le ipotesi del
seguente lemma.

Lemma3.8. SiaG: QxRM 5 R, G = G(x, z), non negativa, continua in x, continua e convessa in z per
ogni x € Q. Sia fy — f in L(Q) tale che esista

gggo[)G(x,fk(x))dx. (3.15)

Allora
/G(x,f(x))dx < lim / G(x, fr(x))dx,
Q k—o Jo

ovvero il funzionale f — ﬂ) G(x, f(x))dx & inferiormente semicontinuo per le successioni che ammettono
il limite (3.15).

Dimostrazione del Lemma 3.8. Per il lemma di Mazur esiste una successione di combinazioni lineari finite
convesse delle fi, diciamo f; = Y7, )\gf) f tale che fy — f in L}(Q). Grazie al teorema di Fischer-Riesz
possiamo assumere che fy — f q.o. Ora

/Q G(x, fr)dx < mzzk)\fj? /Q G(x, fu)dx < sup [ G(x, fu)dx.

m>k JQ

Prendendo il limite inferiore per k — oo e usando il lemma di Fatou si ottiene
/ G(x, f)dx < liminf/ G(x,fk)dx <liminfsup [ G(x, fi)dx = lim / G(x, fr)dx,
Q k—oo Q k—o0 mek JQ k—o0 Q
da cui la tesi. O

Grazie al lemma otteniamo che J(1*) < limy_,o J(u")) < J(u*) che dimostra che 1* & un minimizzante
di ] ammesso che appartenga ad . Per verificarlo osserviamo che, dal momento che J(u*) < oo, allora
per l'ipotesi (W3) deve essere det Du > 0 q.o. Inoltre u")|r, — u*|, grazie al teorema di traccia. Per cui
1/l*|1"1 =u. O
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Capitolo 4

Equazioni di Eulero-Lagrange

In questo capitolo tenteremo di chiarire se il minimizzante 1, la cui esistenza ¢ garantita dal Teorema 3.7,
soddisfa il problema (3.1), naturalmente in senso debole dal momento che non sappiamo se u* &
sufficientemente derivabile. In altri termini affrontiamo il problema di stabilire se u* & soluzione debole
delle equazioni di Eulero-Lagrange associate al problema di minimizzazione.

4.1 Equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate materiali

Guidati dai passaggi formali (3.3) diciamo che u € U é soluzione debole del problema (3.1) se

oW 3qbi ayb ) “/" —
x,Du)— + u=—wu)d; | dx — s-¢pdo=0 4.1
[ (3 oG« pS s as— [ 50 @y
per ogni ¢ € CY(R3;R3) tale che ¢|r, = 0. Ci aspetteremmo che u*, minimizzante di | su %, sia una
soluzione debole. Tuttavia nel cercare di rendere rigorosi i passaggi formali (3.3) sorge il problema che
una generica variazione u* + t¢ di u*, con ¢ € CH(R3;R3), potrebbe non appartenere ad A, nemmeno se
|7| & sufficientemente piccolo. Questo fatto & illustrato dall’esempio che segue.

Esempio. Sia Q = {x € R®| x1 > 0, [x2| < 1, |x3| < 1}. In rifermento alla definizione di 2 consideriamo

il caso p = g = r = 2. Prendiamo u(x) = (xi’/4, x‘:’/4x2, X3). Calcolando cof Du e det Du é facile vedere

che u € A. Prendiamo adesso ¢ € C}(R3;R?) tale che ¢(x) = x per x € V con V intorno di 0. Allora
preso T > 0, in V N Q abbiamo

3. -1/4
e 0 0 312 3 i 3/4
det(Du — tD¢) = det %xl‘l/%q xi'/‘l -z 0 |=0-7) (le ™ T ).
0 0 1-7

Vediamo che per ogni 1 > 7 > 0si ha det(Du — tD¢) — —oo per x; — 0*. Quindi, indipendentemente
da 7, non é vero che det(Du — tD¢) > 0 q.0. suQ, e quindi u — t¢ ¢ W.

Per aggirare questi problemi siamo costretti a rimuovere il vincolo det Du > 0 q.o. su Q. Quindi
sostituiamo lo spazio di ammissibilita 2 con

W ={uecW(Q)| cof Du € L1(Q), detDu € L'(Q), ulr, = u}
e sostituiamo l'ipotesi (W3) con la seguente ipotesi:
(W3’) g < oo su tutto il dominio di definizione di g.

Notiamo che con queste sostituzioni il teorema di esistenza e ancora valido.
Fatte queste semplificazioni otteniamo il seguente risultato.

Proposizione 4.1. Nelle ipotesi del Teorema 3.7 si sostituisca A con A’ e (W3) con (W3’). Supponiamo
che p > q > r. Valgano inoltre le seguenti ipotesi:

(W4) W e di classe C! in F ed esiste c5 > 0 tale che

‘aw

ﬁ(x,F) < c5(1+|F)” + | cof F|7 + | detF|")

perognix € Qe F € Mat.
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(P3) ¢ e diclasse C! ed esiste cs > 0 tale che |[Vi)(y)| < c6(1 + |y|*) per ogniy € R®,dove 1 < s < p*.
Allora, se u* € un minimizzante di | su 0, vale (4.1).

Dimostrazione. Verifichiamo prima di tutto che u* + 1¢ € A’ per ogni T con | 7| sufficientemente piccolo e
¢ € CY(R3;R?). Ovviamente u* + t¢p € W#(Q). Poi

cof(Du* + 1D ¢) = cof(Du”) + [€jjk€apy(Du’)jg(Dp)iylei ® eq + 7% cof(D¢)

e dunque cof(Du* + tD¢) € L1(Q) essendo che p > . Analogamente
det(Du* + tD¢) = det(Du") + %TD(I) -cof Du* + %TZDu* -cof Do + 7 det(D¢)

e quindi det(Du* + tD¢) € L"(Q) perché r < g < p.
L'idea é ora quella di mostrare che la derivata % J(u* + 1¢)| =0 esiste e coincide con il primo membro
di (4.1). Essendo u* un minimizzante questa derivata si annulla e si otterrebbe la tesi. Vediamo

immediatamente che lim;_, /1"2 s - Wda = /1“2 5 - ¢pdo. Calcoliamo lim;_,g fQ yww&
Ora, per il teorema di Lagrange in ogni x € Q)

P (x) + 19(x)) - P(u*(x))

T

=V (u'(x) + n(x)p(x)) - p(x)
per qualche n(x) € [0, 1]. Allora per (P3)
’ P’ + 1) — ()
H T

<copll (1+]u" +n¢l°) <
<cepld| (1+ (u7] +19])°) € LX(Q),

dove si usa che |u*| € L?(Q)) grazie al teorema di Rellich-Kondrachov. Pertanto per il teorema della
convergenza dominata

* + — *
lim HIP(u ) -y / UV - ddx.
=0Jq T Q
Per calcolare lim;_, fQ W(X’D“*H?(p)_w(m*)dx si procede in modo analogo utilizzando (W4)ep > g > r.
Si ottiene W(x D D Wiz D 5 P
7 T+ - 7 ¥ i
lim (x, Du” +D¢) (x, Du )dx = W (x, Du’) ¢ dx
0 /o T Q 8Fia &xa
come si voleva. O

4.2 Equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate spaziali

Per evitare di dover introdurre le semplificazioni discusse nella sezione precedente, occorre limitare le
possibili variazioni di #* in modo che esse continuino ad appartenere ad 2.

A tale proposito consideriamo ¢ € C!(R3;R?) tale che ¢ e D¢ siano limitate. Detta u; = u* + 7 (u*),
per il Teorema 1.19 si ha u, € W?(Q) ed inoltre Du, = (I + tD¢(u*))Du*. Quindi

cof Du; = cof(I+ tD¢(u*)) cof Du* € L1(Q)
detDu, = det(I+ tD¢p(u*))det Du* € L' (Q)
edet Du; > 0 q.0. su Q perché det(I + D¢ (u*)) 3 1 uniformemente per 7 — 0. Infatti D¢ & limitata e

il determinante & una mappa continua. Concludiamo che u, € U per | 1| piccolo.
Possiamo dunque limitarci a considerare le variazioni della forma di u,.

Proposizione 4.2. Valgano le ipotesi del Teorema 3.7. Si assuma inoltre (P3) e la seguente ipotesi su W.

(W4) W & di classe C! nelle F € Mat™" ed esiste c; > 0 tale che

(x, F)FT

‘8W < c7(1+|F|)” + | cof F|7 +| det F|")

OF

perognix € Qe F € Mat™.
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Allora se u* ¢ un minimizzante di | su ¥, si ha

L |G mwnow) - Do) +vgy- g ar- [ 5 pume =0 @
Q F 2

per ogni ¢ € C1(R3;R3) tale che ¢(u*)|r, = 0 nel senso della traccia.

)Du*)-W(x,Du*)
T

Dimostrazione. Calcoliamo lim;_,g fQ W It TDP
n € [0, 1] tale che

I, (L eIV Z WE B 2, 1+ Do) D) - [D (YD) =

dx. Ora, per il teorema di Lagrange esiste

T

_ [%—V:u,(m TG )DUYDu) | - D(ur).

Adesso facciamo uso del seguente lemma.
Lemma 4.3. Esiste y > 0 tale che se C € Mat" e [C —I| < y siha

oW

oW T
5F (x, CF)F

= 4¢;(1 +|F|P + | cof F|7 + | det F|")

perogni F € Mat™ e x € Q.

Dimostrazione del Lemma 4.3. Fissati C € Mat™ e F € Mat* si ha che
ow
JF

(x, CE)FT| = (Z—I;V(x,CP)FTCTC‘T = %—Vg(x,CF)(CF)TC‘T

< ¢7(1 4 |CF|? +| cof(CF)|7 + | det(CF)|")|C~T].
Siccome C +— |C~T| & continua allora esiste y > 0 tale che se |C —I| < y si ha |C™T| < 2. Infatti
II| = V3 < 2. Inoltre
1+ |CF|? +]| cof(CF)|7 + | det(CF)|" < 1+ |C|P|F|? + | cof C|*| cof F|7 + | det C|P| det F|".

E allora sufficiente scegliere y > 0 in modo che se |C —I| < y si abbia |[C|P < 2, |cofC|P < 2 e
| detC|? < 2. O

Adesso per l'ipotesi di limitatezza di D¢, quando | 1] & sufficientemente piccolo anche [nTD¢(u*)| &
piccolo, quindi applicando il lemma e la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz abbiamo che
W(x,(I+tD¢(u"))Du*) - W(x, Du*)

T

S (1+|Du*|P + | cof Du*|7 + | det Du*|").

Ma il secondo membro appartiene ad L'(Q). Per cui si applica il teorema della convergenza dominata e
si ottiene

lim/ W(x, I+ tD¢(u*))Du*) — W(x, Du*) Iy —
Q

7—0 T

/ (a—w(x, Du*)(Du*)T |- D (u*)dx.
o\ JF

Con calcoli analoghi a quelli della dimostrazione della Proposizione 4.1, si ottengono i restanti
termini nel membro di sinistra in (4.2). Abbiamo dunque mostrato che % J(u* + t¢p(u*))| =0 = 0 coincide

con il primo membro in (4.2). O

Rimane ora da interpretare 1'equazione in forma debole (4.2). Per farlo vorremmo effettuare il cambio
di variabili y = u*(x) passando dalle coordinate materiali a quelle spaziali. Tuttavia non sapendo se u*
sia diffeomorfismo tra Q e 'immagine & = u*(Q) questo passaggio risulta essere critico e siamo costretti
a supporlo a a priori. Otteniamo cosl il seguente teorema.

Teorema 4.4. Valgano le ipotesi della Proposizione 4.2. Si assuma inoltre che u* sia un diffeomorfismo

di classe C? tra Q e & = u*(Q) che si estende in modo continuo su Q. Si supponga che % sia limitato.
Allora per ogni ¢ € C!(R3;R3) tale che ¢|5, = 0siha

/@ [T(y) - Do () + py)V(w) - p()ldy - L () d(y)doy) =0 (43)

dove & =u*(I';)coni=1,2¢eT, p, f sono rispettivamente il tensore degli sforzi di Cauchy, la densita di
massa e la trazione in coordiate spaziali.

Dimostrazione. Essendo % limitato non e restrittivo limitarsi a verificare (4.3) per ¢ € C L(R3; R?) limitata
e con D¢ limitato. In tale caso ¢ sufficiente effettuare il cambio di variabili nell'integrale (4.2). ]

Lequazione (4.3) € la forma debole dell’equazione di bilancio locale delle forze in coordinate spaziali.
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Capitolo 5

Disuguaglianze costitutive in elasticita
non lineare

Come anticipato nella Premessa, € un problema fondamentale in Meccanica dei Continui quello di
determinare delle restrizioni generali sulle relazioni costitutive. In particolare, per i materiali iperelastici,
esse dovranno riguardare la densita di energia elastica. Queste restrizioni plausibilmente devono potersi
esprimere come disuguaglianze, pertanto ad esse ci si riferisce con il nome di disuguaglianze costitutive.

Il metodo pit1 appropriato per determinarle sarebbe quello di basarsi su principi fisici fondamentali.
Truesdell e Noll sostengono [15, p. 47] che solo una teoria completa e unificata della termodinamica di
non equilibrio e dell’elettrodinamica dei mezzi continui permetterebbe di dare una risposta definitiva al
problema.

Un'alternativa a questo metodo & quella di ricercare delle ipotesi fisicamente ragionevoli sulle
relazioni costitutive che allo stesso tempo garantiscono 'esistenza di soluzioni per certi problemi fisici
rilevanti, come appunto quello dell’equilibrio trattato in questa tesi. Le ipotesi (W1) e (W2) che abbiamo
formulato nel Capitolo 3 sono degli esempi di disuguaglianze costitutive determinate in questo modo.

In questo capitolo discuteremo l'ipotesi (W1) cioé la policonvessita, mettendola in relazione con altre
nozioni di convessita e illustrandone per quanto possibile il significato fisico.

5.1 Un’analogia con un sistema termodinamico omogeneo

Consideriamo un sistema termodinamico omogeneo descritto dai parametri (v, T') dove v & il volume
specifico e T la temperatura. Sia f = f(v, T) la sua energia libera di Helmholtz specifica. E noto che allora

la pressione & datada p = —g—i. 11 coefficiente di comprimibilita isoterma ¢ definito da ar = -1 (g—;)T.

Osserviamo che

E naturale richiedere che ar > 0, quindi f deve essere una funzione convessa.

Consideriamo adesso un corpo continuo elastico Q. Ragionando per analogia con il sistema
termodinamico omogeneo che abbiamo appena decritto, siamo portati ad identificare la densita di
energia elastica W con la densita di energia libera nella configurazione di riferimento. In questa analogia
al volume specifico v corrisponde il gradiente di deformazione, alla pressione p corrisponde l'opposto
del tensore degli sforzi di Piola S. La temperatura di {2 non viene presa in considerazione perché stiamo
trascurando gli effetti termici.

5.2 Convessita

Da queste considerazioni saremmo indotti a imporre che W sia una funzione convessa di F. Sotto
questa ipotesi, aggiungendo delle opportune condizioni di crescita, sarebbe effettivamente possibile
ottenere un risultato di esistenza simile al Teorema 3.7. Tuttavia l'ipotesi che W sia convessa non &
fisicamente plausibile. Essa, come infatti giustificheremo pitl1 sotto, esclude l'esistenza di minimizzanti
propriamente locali del funzionale | e dunque la possibilita che il corpo elastico possa assumere molteplici
configurazioni di equilibrio ad energie differenti. Quest'ultima situazione ¢ invece comune perché
spesso & possibile deformare un corpo elastico dalla sua configurazione “naturale”, che ha la minima
energia possibile, ad altre configurazioni di equilibrio che pur essendo compatibili con la configurazione
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naturale hanno tuttavia energia strettamente maggiore. Si pensi ad esempio ad un oggetto di gomma la
cui superficie & parzialmente vincolata ad una posizione fissa, che viene deformato fino ad acquisire una
configurazione “forzata”, che plausibilmente deve possedere un’energia maggiore.

Giustifichiamo dunque il fatto che la convessita di W esclude I'esistenza di minimizzanti propriamente
locali. Per semplicita poniamo nulli il campo di forze esterno e la trazione su I';. Scegliamo come spazio
di ammissibilita A” = {u € W'?(Q) | detDu > 0 q.0. e u|r, = u}. Assumiamo che W: Mat — [0, o]
sia continuo e convesso. Inoltre valga che W(F) < oo se e solo se det F > 0. Consideriamo il funzionale

J(u) = /Q W(Du)dx,

ben definito da W1?(Q) in [0, oo].

Definizione 5.1. Un elemento u(©) € A” si dice minimizzante locale di | se esiste ¢ > 0 tale che
J(©@) < J(u) per ogni u € A” tale che ||u — u(0)||w1,p(Q) <E€.

Abbiamo allora il seguente risultato.

Proposizione 5.2. Sia #?) un minimizzante locale di | e u* un minimizzante globale di ] su A”. Se W &
convessa allora J(u©) = J(u*).

Dimostrazione. Per assurdo J(u®) > J(u*). Si ponga uV = (1 — 1)u® + Au*. Notiamo che, fissato
A € [0, 1], vale una delle due seguenti alternative:

() u e w”;
(i) u™ ¢ A’ ma J(uW) = co.

Infatti I'unico modo affinché ") non sia elemento di 2” & che non valga la condizione det Du¥ > 0 q.o.

Per convessita di W siha J(u™) < (1-7A)]J(u@)+AJ(u*). Per A > 0 abbastanza piccolo [|uV —u©|| < ¢
dove € > 0 & quello della Definizione 5.1. In tale caso, J(u) > J(u®), indiFendentemente dalla validita
di (i) o (ii). Ma allora (1 — )J(u©@) + AJ(u*) = J@?) da cui J(u*) > J(u'?) che contraddice I'ipotesi
iniziale che fosse J(u©) > J(u*). o

5.3 Policonvessita

Abbiamo dunque escluso la convessita di W rispetto ad F. Lipotesi pit1 debole individuata da Ball,
maggiormente ragionevole dal punto di vista fisico, che abbiamo utilizzato per dimostrare il Teorema 3.7
sull’esistenza delle soluzioni, & I'ipotesi (W1) ovvero che W sia policonvessa. Per completezza ripetiamo,
in forma pit1 generale, la definizione di policonvessita.

Definizione 5.3. Una funzione W: Mat — [0, oo] si dice policonvessa se esiste g : MatxMatxR — [0, oo]
convessa in Mat X Mat X R tale che W(F) = g(F, cof F, detF).

Questa ipotesi permette 1’esistenza di pitt minimizzanti locali ad energie diverse come si potrebbe
mostrare mediante esempi espliciti.

5.4 Convessita di rango 1

Lipotesi di policonvessita di W, pur essendo piti debole della convessita, garantisce che W soddisfi ad
una ulteriore proprieta, la convessita di rango 1, che ¢ irrinunciabile per le sue implicazioni fisiche.

Definizione 5.4. Una funzione W: Mat — [0, o] si dice convessa di rango 1 se per ogni F € Mat, N € R3
eacR3sihachet — W(F +ta® N) & convessa.

Nota. Se W ¢ di classe C? allora la convessita di rango 1 & equivalente alla condizione di ellitticitd
2 .

%‘?&—W%aiajNaNﬁ > Operognia € R¥e N € R%.
Come abbiamo anticipato vale il seguente fatto.

Proposizione 5.5. La policonvessita implica la convessita di rango 1.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che cof(a ® N);i, = %(a x a)i(N X N), = 0 e dunque anche
det(a ® N) = 0.
Allora abbiamo che

cof(F +ta® N) = cof F + €jjx€apya;NpFyy e ® eq
det(F+ta® N)=detF+(a® N)- cof F.

Quindila mappat: t — (F+ta® N, cof(F + ta ® N),det(F + ta ® N)) & lineare.
Se ne conclude che t — W(F + ta ® N) = g(1(t)) & convessa perché composizione di una funzione
lineare ed una convessa. O

[lustriamo una delle implicazioni fisiche della convessita di rango 1. Consideriamo un corpo
omogeneo Q di densita di massa p e densita di energia elastica W € C?(Mat;R). Ci proponiamo
di cercare le ipotesi necessarie affinché il problema elastodinamico ammetta soluzioni della forma
u(x,t) = Fx + af(N - x — ct), cioé una deformazione omogenea x +— Fx sovrapposta con 'onda piana
polarizzata lungo a che si propaga nella direzione di N € dB(0, 1) con velocita c. Trattando 'onda piana
come una perturbazione linearizziamo il problema attorno alla deformazione x — Fx. Sviluppiamo
dunque il tensore degli sforzi di Piola S = %—V;’ attorno a F ottenendo

W PPW

S(F+H)jy = . (F)+ 8FmaFjﬁ

(F)Hjs + O(IHJ?).

Chiamiamo S il tensore degli sforzi linearizzato. Imponiamo ora che u sia soluzione dell’equazione di

Cauchy con tensore degli sforzi di Piola S. Osservando che Du(x,t) = F+ f'(x-N—ct)a® N,l'equazione
di Cauchy si scrive nel modo seguente:

aZMi a — a aw azw
2~ 2 [5(puy,| - - [ s U
|u atz axa [S( M)la axa |:8F1a( )+ 8F1a&F]ﬁ( )f (.X N Ct)&l]Nﬁ
Da cui .
W
2ua; = s——=—(F)ajN,Nj.
ctua; 3Fia3Fjﬁ( )a;iNoNg
Prendendo il prodotto scalare per a otteniamo
c2 |g|2 = aZ_W(F)a.wN N
H B aFmaij; 1% N atNp-

Poiché il primo membro & positivo, si vede che la convessita di rango 1 di W & una condizione
necessaria per l'esistenza di soluzioni. Mostriamo che e anche sufficiente. Definiamo allora la matrice

simmetrica C;; = (g—?’ﬂs(F )NaNpg, chiamata tensore acustico. Con questa definizione il problema si riduce
a0l

all’equazione czya = Ca. Dunque, fissato N € R, occorre trovare a autovettore di C con autovalore

¢ > 0. La condizione di convessita di rango 1 assicura che C sia definita positiva qualunque sia N. Per

tale motivo, grazie al teorema spettrale, &€ sempre possibile trovare una base ortogonale di autovettori a
con autovalori strettamente positivi, come si voleva.
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Capitolo 6

Il modello di Mooney-Rivlin

In questo capitolo studiamo l'applicazione dei teoremi presentati nei capitoli precedenti al modello di
Mooney-Rivlin, un modello di materiale iperelastico adatto per descrivere certi tipi di gomma.

Il modello fu sviluppato da Mooney nel 1940 nel tentativo di costruire una teoria adatta a descrivere
materiali elastici isotropi e incomprimibili sottoposti a grandi deformazioni elastiche.

Nonostante il successo nel riprodurre i dati sperimentali, il modello e difficilmente utilizzabile
nelle simulazioni numeriche a causa dei problemi connessi con l'implementazione del vincolo di
incomprimibilita.

Per evitare queste difficolta, solitamente si sviluppano modelli per materiali comprimibili che
ammettono come limite incomprimibile il modello di Mooney-Rivlin. Nel seguito illustreremo come le
ipotesi del teorema di esistenza possano essere di ausilio a questo scopo, in quanto forniscono indicazioni
per poter formulare relazioni costitutive fisicamente ragionevoli.

6.1 Densita di energia elastica del modello di Mooney-Rivlin

Il modello di Mooney-Rivlin nella sua formulazione originale & caratterizzato dalla densita di energia
elastica

Wwr(F) = a(Ii(FTF) = 3) + B(I(F'F) = 3) =
= a(A2 + A3+ A3 = 3) + B(AJAS + A2A3 + A2A3 - 3),

dove a e B sono costanti positive.

6.2 Applicabilita del teorema di esistenza

La densita di energia elastica Wiyr non soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza. Siamo dunque
condotti a correggere il modello di Mooney—Rivlin introducendo un termine aggiuntivo dipendente dal
determinante ottenendo la densita di energia elastica seguente:

W(F) = Wur(F) + w(det F), (6.1)

dove w: R — [0, +o0] & una funzione continua. Affinché venga soddisfatta l'ipotesi (W3) richiediamo
che w(0) < oo se e solo se 6 > 0. Dobbiamo adesso imporre la validita delle ipotesi (W1) e (W2), cioe
rispettivamente la policonvessita e le condizioni di crescita.

Condizioni di crescita
Abbiamo che
W(F) = =3a — 38 + a tr(F'F) + p tr(cof(FT F)) + w(det F) =
= —3a — 3 + a|F|> + B| cof F|* + w(det F),

dove abbiamo usato che cof(FT F) = cof(FT) cof(F) = (cof F)T (cof F). Vediamo allora che l'ipotesi (W2) &
soddisfatta per p > 2, q > 2 e richiedendo che w(6) > cost. + 0" per qualche r > 1.
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Policonvessita
Riscriviamo la densita di energia in elastica (6.1) nel modo seguente:
W(F) = a(tr(FTF) - 3) + B(tr((cof F)T (cof F)) — 3) + w(det F) = g(F, cof F, det F)

dove ¢(F,H,6) = a(tr(FTF) — 3) + B(tr(H'H) — 3) + w(5). Adesso, siccome una somma di funzioni
convesse e convessa, affinché g sia convessa, e dunque W policonvessa, ¢ sufficiente che lo siano le

mappe
F a(tr(FTF)-3)  He Btr(HTH)-3) 6 - w(d).

Le prime due lo sono perché la funzione da Mat a R data da A — |A|? = tr(AT A) & convessa. Infatti
|(1-A)A +ABJ? < (1= A)IA| + A|B])* < (1 - A)|A]> + A|BJ?,

dove usiamo che la funzione reale t — t2 & convessa. Dunque ¢ sufficiente richiedere che w sia convessa.

6.3 Applicabilita dei teoremi sulle equazioni di Eulero-Lagrange

Discutiamo adesso 'applicabilita dei teoremi del Capitolo 4. Discuteremo separatamente il caso delle
equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate materiali e quello delle equazioni di Eulero-Lagrange in
coordinate spaziali.

Equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate materiali

Occorre calcolare %—Vg e controllare sotto quali condizioni essa soddisfa la condizione (W4).

Supponendo w di classe C!, calcoliamo innanzitutto
J ’ -T
ﬁw(det F) = (det F)w'(det F)F~,

dove abbiamo usato che % detF = (det F)F~T come si verifica immediatamente. Dobbiamo ora calcolare

IWMR

o - Premettiamo il seguente lemma.

Lemma 6.1. Siano C: Mat —» R e 0: Sym* — R di classe C! tali che {(F) = O(FTF) per ogni F € Mat.
Allora’ a

_op 99 o1
5p(F) = 2F 5= (FTF)

per ogni F € Mat.

Dimostrazione. Sia t — F(t) una curva liscia a valori in Mat. Indichiamo con C(t) = F(t)TF(t). Allora
d aC . d 00 .
EC(F) = ﬁ(F)'F = ge(c) = %(C) -C.

Adesso C = FTF + FT'F = FTF + (FTF)". Inoltre poiché 92 ¢ evidentemente simmetrica allora

06 rg 00 ETF+ (ETFH)T 96 FTF— (FTF)T
oc (O IFFI=55(0)- 2 *5¢© 2 =
00 ETF + (ETF)T
_%(C)' 2

Quindi
aC .0 v [, 00 et _ [,-00 =
ﬁ(F)-F = 2%«:)- [FTF] = [2—8(: (C)FT] T = [ZF—aC(C)} F,

dove nell’ultimo passaggio si & usata la simmetria di g—g. Data l'arbitrarieta di f +— F(t) la tesi segue. O

1Qui si puod intendere che 6 ¢ la restrizione su Sym™ di una funzione ®: Mat — R di classe C 1 tale che ©(CT) = ®(C).
Alternativamente occorrerebbe trattare Sym* come una varieta differenziabile dotata della metrica - indotta dall’immersione in
Mat. Data 6: Sym — R di classe C! & definito il suo differenziale DO(C): Tc (Sym*) — R. Tramite la metrica ¢ possibile definire
il gradiente g—g(C) come l'unico elemento di Sym* tale che (D6(C), B) = %(C )+ B per ogni B € Sym = Tc(Sym™). E immediato

verificare che se 6 ¢ la restrizione su Sym* di ® come descritto sopra, allora la definizione geometrica di g—g coincide con g—(g.
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Utilizzando il lemma abbiamo che

BWMR &11 &12

(F) = (FTF) +B5c (PTF) =2(a + B|F|*)F - 2BFFF

Abbiamo usato le identita ‘911 c(C)=Te ‘9[2 Z(C) = tr(C)I - C che si verificano facilmente. Quindi

%—V;’(F) = 2(a + B|F|*)F — 2BFF'F + (det F)w’(det F)FT. 6.2)

Otteniamo allora la stima seguente:

ow
JoF

Quindi una condizione sufficiente perché l'ipotesi (W4) venga soddisfatta e che esistano p, g ed r tali che

< 2a|F| +4B|F|® + |w’(det F)|| cof F|.

2al|F| +4B|F|® + |w’(det F)|| cof F| < c5(1 +|F|? +| cof F|7 + | det F|")

per ogni F € Mat".

Equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate spaziali
Studiamo la validita dell’ipotesi (W4’). Occorrera il seguente lemma.

Lemma 6.2. Per ogni F € Mat"

(F)FT

‘aWMR < 2a|F|? + 4p| cof F|%.

Dimostrazione. Poniamo anzitutto

Wwmr(C) = a(11(C) - 3) + B(1(C) - 3),
Dyr(A) = a(A] + A+ A3 = 3) + B(AJA] + ATAS + AAS - 3).
Ora .
3WMR 231 IOMR IAi _ 0 1 IDMR Ixi
dAi 9C — L2); 9N IC’

3

i=1

dove x; = A? sono gli autovalori di C. Calcoliamo ?9(? Per farlo consideriamo la decomposizione
spettrale di C

3
c=Y xw s al,
—
dove w® & una base ortonormale di autovettori di C. Abbiamo che y; = w¥- Cw. Pertanto, considerata
una generica curva liscia A — C(A) a valori in Sym™

oXi

A=l Cal = [0 @ w] - C,

dove usiamo che w') - iw(i) = 0 essendo w') un versore. Pertanto, data I'arbitrarieta di A > C(A) e il

fatto che % ew? @ w(’) sono matrici simmetriche, si ha che ‘QX i = ) @ w®, Abbiamo allora calcolato
che R
5WMR 1 a(DMR . .
oy= S L IPMR Gy o)
ac © 2 on e

Adesso tenendo conto del teorema di decomposizione polare F = RU abbiamo

3 3
u=cCl?= Z/\iw(i) ow? = F= Z /\,'r(i) ® w(i),
i=1 i=1

dove @ = Rw®. Facendo uso del Lemma 6.1 si ottiene

8WMR é’WMR T 8<DMR (1) (z)
BFF =2FZEMR o) Z/\ Lorer
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Con facili calcoli si vede che
IPMR

28}

M =2aA] +2B(A3A5 + ATA3)
e in modo analogo peri =2, 3.
Otteniamo quindi la stima

VR T

oW,
M 1| < 2007+ + 23)+ 49033 + 4303 + ATA3) = 20l FP + 4] cof 7,

che ¢ la tesi. m|
Grazie al lemma abbiamo che

IWMR
OF

< 2a|F|? + 4p| cof F|* + | det F||w’(det F)|.

—_—FT FT

JF

‘&W + | det F||w’(det F)| <

S ’

Quindi, perché venga soddisfatta I'ipotesi (W4’), si puo ad esempio richiedere che esista cg > 0 tale che
per ogni 6 > 0 si abbia 6|w’(0)| < cs(1+10]").

6.4 Un esempio

Sulla base delle condizioni ricavate nella Sezione 6.2 consideriamo il modello costitutivo definito dalla
densita di energia elastica
W(F) = Wpr(F) + w(det F)

con
—al b6 -1)?

w(é):{aog6+ 6-1) sec5.>0.

) altrimenti,

dove a, b sono costanti positive. Osserviamo che w & convessa e ha crescita piti che lineare quindi sono
soddisfatte le ipotesi necessarie per applicare il teorema di esistenza.

Richiediamo che il tensore di Piola si annulli nella configurazione di riferimento, cioe %—VFV(]I) =0.
Utilizzando la formula (6.2) si ricava che questo accade se e solo se a = 2« + 4f.

Applicabilita dei teoremi sulle equazioni di Eulero-Lagrange Non viene soddisfatta I'ipotesi (W4)
necessaria per poter applicare il teorema sulle equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate materiali.
Se infatti scegliamo F = diag(5'/3, 51/3,51/3), per 6 — 0* abbiamo che |4¥(F)| — co mentre cs(1 +
|F|P + | cof F|7 + | det F|") & limitato. Invece viene soddisfatta la condizione sufficiente per la validita
dell’ipotesi (W4’) relativa al teorema sulle equazioni di Eulero-Lagrange in coordinate spaziali. Infatti
Olw’(0)] < a +2b6|6—1].
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