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Introduzione

L'analisi di strutture a guscio &€ ampiamente di uso nell'ambito della mec-
canica strutturale, si pud pensare, ad esempio, alle coperture a volta, alle
condotte o ai silos, oppure, ancora, allo studio al dettaglio di travi costituite
da pro li a parete sottile, ampiemente utilizzate per le opere in acciaio.

Nonostante esistano soluzioni analitiche, esse sono relative solo ad alcuni
casi particolari soddisfacenti determinate condizioni di simmetria; compli-
cando l'analisi introducendo il calcolo non lineare per geometria, il nume-
ro si riduce ulteriormente. Per avere soluzioni rapide, e caci, e relative a
pressoché qualsiasi problema dell'ingegneria strutturale, € necessaria I'analisi
numerica e, in particolare, al calcolo agli elementi niti.
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Figura 1: A sinistra la con gurazione iniziale, a destra quella deformata.

Nella presente tesi viene descritto I'intero sviluppo, scritto in MATLAB,
di un codice non lineare agli elementi niti per elementi shell sulla base della
serie di pubblicazioniOn a stress resultant geometrically exact shell model
(Simo, J. C. e coautori, 1989-1993) [10]-[16]; in particolare, di queste, sono
considerate prevalentemente le prime tre [10], [11] e [12]. Il codice é inoltre
testato e confrontato con alcuni risultati presenti in [12], presentando inoltre

un‘applicazione di eversione.



Con il termine geometrically exact(a geometria esatta presente nel ti-
tolo), si intende che non sono previste ipotesi restrittive sulle quantita cine-
matiche presenti oltre all'ipotesi di guscio sottile: spostamenti, rotazioni e
deformazioni non sono soggette a troncamenti di nessun ordine. A tal propo-
sito, si puo osservare la gura 1, la quale presenta la con gurazione iniziale
e deformata di una struttura a guscio semisferico, senza fattori di scala (in
riferimento all'appicazione del codice su un‘applicazione presente al capitolo
5). Il legame costitutivo considerato e il classico elastico, lineare, omogeneo

ed isotropo.
Oltre al classico solutore in controllo di forza, vengono proposti un solu-
tore in controllo di spostamento ed un solutore in controllo arc-length. Essi

sono utili soprattutto quando il percorso tensionale della struttura non se-
gue una curva monotona crescente, ma presenta fenomenisdap-backe
snap-through Osservando la gura 2, la quale descrive il diagramma forza-
spostamento di un'applicazione presente al capitolo 5, si osservano le diverse
con gurazioni raggiunte dalla struttura secondo il tipo di solutore scelto.
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Figura 2: Con la linea tratteggiata € riportato il percorso tensionale (in riferimento
a [12]), con i marker i punti raggiunti dal codice della presente tesi alla convergenza

di ogni step.

Si segnala in ne che nelle pubblicazioni [10], [11] e [12] I'analisi & svolta se-
condo una formulazione variazionale de nitamixed variational formulation,
inoltre, per evitare fenomeni dishear locking le variabili di taglio sono te-
nute in considerazione secondoaksumed strain methadNella presente tesi,
invece, € implementata una formulazione agli spostamenti de nitdisplace-
ment formulation, mentre per evitare fenomeni dshear lockingsi e ridotto
il numero di punti di integrazione (considerandone uno solo) rispetto a quel-
li considerati per le variabili membranali e essionali (per le quali ne sono

previsti quattro).



Data I'analogia fra la geometria di erenziale delle super ci e la teoria delle
strutture a guscio, si € ritenuto utile esporre alcuni elementi fondamentali
dell'algebra e del calcolo tensoriale nel primo capitolo, in modo da presentare
in modo piu ordinato alcune operazioni matematiche presenti nei capitoli
successivi.

Nel secondo capitolo € descritta la teoria dei gusci sottili, sulla base di
quanto descritto in [10], [17] e [18].

Nel terzo capitolo € descritta la procedura numerica agli elementi niti
necessaria alla scrittura del codice.

In ne, nel quinto capitolo vengono riportati i risultati derivanti dall'ap-
plicazione del codice su alcuni esempi classici in letteratura, confrontati con
quanto riportato in [12].






Capitolo 1

Elementi di algebra e calcolo
tensoriale in coordinate generali

In questo capitolo vengono descritti alcuni elementi di algebra e calcolo ten-
soriale al ne di introdurre al meglio alcune operazioni matematiche presenti
nei capitoli successivi. Dopo una breve introduzione sul signi cato di ba-
se naturale covariante e controvariante di un sistema di coordinate iR",

si presentano i concetti fondamentali dell'algebra dei tensori doppi e alcune
considerazioni utili sui tensori di ordine superiore. Successivamente, vengono
ricavate alcune operazioni di erenziali fondamentali per campi scalari, vet-
toriali e tensoriali de nite in coordinate generali. La struttura del capitolo

si basa fortemente su quanto descritto in [4] e [5].

1.1 Richiami di algebra vettoriale

1.1.1 Basi covarianti e controvarianti

.....

covariante e indicata con indici bassi. Si dimostra che esiste una ba&e
di R" detta baseduale o controvariante, indicata con indici alti, de nita

g g = (1.1)

dove con il simbolo si & indicato il prodotto scalare, mentre! de nisce il

delta di Kronecker, ossia un numero pari dl sei = j, altrimenti pari a zero.
Siav 2 R" un vettore, esso puo essere scritto secondo la base covarian-

te o controvariante, dunque a componenti rispettivamente controvarianti o



covarianti:

v=vigi+::+Vv'ga= Vg = Vg = vg (1.2)
i=1
dove negli ultimi membri si € omesso il simbolo di sommatoria richiamando la
convenzione di Einstein (come si fara d'ora in poi, salvo i casi dove si riterra
necessario esplicitarla). Per calcolare la esima componente controvariante
del vettore v si pud operare moltiplicando scalarmente ambo i membri della
(1.2) per il vettore @', infatti:
g v=g (Vg)=Vv(g g)=V =V (1.3)

dove si e sfruttata la de nizione (1.1). Con un ragionamento analogo la
generica componente covariante risulta:

Vi= g V 1.4

base cartesiana e la rispettiva duale coincidono (piu in generale questo fatto
e valido per ogni base ortonormale).

1.1.2 Metrica

Siav = Vvig; 2 R" un vettore espresso mediante la base covariante. ||
quadrato della lunghezza del vettore corrisponde al quadrato della norma:

kvk?=v v =Vg Vig; = VVg; (1.5)

avendo de nito g; g; = g;. Il ragionamento esprimendo il vettore secondo
la base controvariante & analogo:

kvk? = vv; ¢ (1.6)

dove @’ corrisponde ag' g¢'. | termini g; e g’ vengono de niti metriche,
rispettivamente metrica covariante e metrica controvariante, del sistema di
coordinate.

Si prova ora a scrivere il generico vettore della base covariamgesecondo
la base duale:g; = x;y g%, dove le componentk;, incognite da ricavare, sono
le componenti dig; secondo la base duale. Si moltiplicano scalarmente ambo
I membri perg;:

6 =0 g =(xkg") g = xkg" g = xi =X
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di conseguenza le componenti incognite; sono esattamente pari ag; ,
quindi:

g = Gj g .7
Ripetendo il ragionamento col vettorey' della base duale, si ottiene:
g =dg (1.8)

Ricordando la legge che lega ogni vettore al proprio duale (1.1), si osserva:
g ¢ = |=(wd) (@'9)=gd ¢ g=0d = gd" = oid"

dove nell'ultimo passaggio si & fatto uso dell'evidente relaziog = @',
dovuta alla simmetria del prodotto scalare. Si ha dunque:

kg9 = | (1.9)

De nendo ora la matrici [G] e [G ], rispettivamente di componenti[G]; =
g; e[G ]J; = ¢, evidentemente simmetriche, l'ultima relazione richiama il
prodotto righe per colonne, dunque:

[G] *=[G ] (1.10)

e sono una l'inversa dell'altra.

1.2 Algebra dei tensori doppi

Si de nisce prodotto tensoriale o diade la seguente applicazione lineare a
partire da due vettori a;b 2 R":

a b(v)=(b v)a 8v2R" (1.112)
Una combinazione lineare di diadi de nisce uriensore doppioT (o tensore
di ordine 2): )
T=T" gi gj (112)
in questo caso il tensore e espresso secondo due basi covarianti (quindi le

componenti hanno due indici controvarianti), tuttavia, e possibile descrivere
un tensore secondo due basi controvarianti o miste:

T=Tlg g¢g=Tig ¢=T'd g

Ogni tensoreT puo rappresentare una qualsiasi applicazione lineare R" !
R":
T(v+w)=T(v)+ T(w) 8v;w 2 R"

T(v)= T(v) 8v2R" 8 2R (1.13)

11



Lo spazio dei tensori doppil : R" ! R" é de nito Lin (o Lin ). )
SiaT 2 Lin un tensore doppio, per calcolare la generica componerié
si opera nel modo seguente: si applica il tensore al vettaye:

T(@)=T'% ai(d)=T@ d)gc=T" o= T¥gx
Ora si moltiplica scalarmente il risultato per il vettorev':
g T(@)=¢ Tig =T gg=T9 (=T
Riassumento il procedimento si € de nito:
T =g T(d) (1.14)

Nella presente tesi, l'applicazione di un tensore doppio ad un vettore viene
indicata anche omettendo le parentesi tond&v = T (v).

1.2.1 Composizione e prodotto scalare fra tensori doppi

L'operazione di composizione viene de nita a partire da due tensohi; B 2
Lin ed e l'applicazione tale per cui, per ognv 2 R", risulta:

AB (v) = A(B(V)) (1.15)

Ad esempio, siandA = Ala; g 2 Lin, B=B¥b, b, 2Lin,v2R" La
composizione dei tensorA e B applicata al vettore v risulta:

AB (v) = A(B¥b, bi(v))= A(BY (b v)by)=
= Ala  a(B¥(b v)b) = AIB¥ (b, v)(a by)a;
la quale, dovendo essere valida per ogni2 R", puo essere riscritta:
AB (v) = ATB¥(a; by)a by(v)

Componendo i due tensori, dunque, si & ottenuto un nuovo tensore doppio di
componentiA B¥(a; by)b, nella basea; by:

AB = A"BM(a bya b (1.16)
Si osserva che, generalmente, non vale la proprieta commutativa:
AB 6 BA

Il prodotto scalare fra due tensori doppi viene indicato, nella presente
tesi, con il simbolo didoppia contrazionedegli indici per il quale, a partire
da due tensori doppiA;B 2 Lin, si ottiene lo scalareA :B 2 R de nito
(considerando, ad esempio, senza perdita di generalita, la seguente de nizione
di A eB):

A:B=(A'a a):(B"bx b)=A"B¥(a by)(a b)) (1.17)

12



1.2.2 Particolari operazioni dei tensori doppi

Trasposizione
La proprieta che caratterizza l'operazione dirasposizione( )" : Lin! Liné
quella di associare, ad ogni tensore dopplg, I'unico tensore doppictrasposto
TT tale che:

T(a) b=T"(b) a 8ab2R" (1.18)

Si veri ca facilmente che tale operazione € lineare, inoltre, si veri ca che, per
u;v 2 R", si ha:
(u vV T=v u (1.19)

infatti, 8a;b 2 R"u:
a((v ub=a (ubv=_(av)(ub)=b (u v)a

Dunque, esprimendo il tensore come combinazione lineare di diadi =
T'gi g, e per lalinearita dell'operazione di trasposizione, si puo scrivere:

TT=Tig g (1.20)

Traccia
Nel linguaggio tensoriale, I'applicazione lineargaccia tr : Lin ! R, a partire
da un tensore doppidl = T!g; g;, de nisce I'unico numero reale t(T) 2 R
tale che:

tr(M)=tr(T'g g)=Tlg g (1.21)

Tensore identita
Si de nisce tensore indentita il tensore1 2 Lin tale che, per ogniv 2 R", si
ha:

1(v)=v (1.22)

Si puo veri care facilmente che:
=g d=d g=gd d=dg g (1.23)

infatti, veri cando la prima (la seconda si veri ca in modo analogo, mentre
per veri care la terza e la quarta € su ciente sostituire ag; o g' le espressioni
(1.7), (1.8)):

g g'(v)=(g" v)gi= g Vgkgi= V¢, gi=Vg=v

13



Tensore inverso
Dato un tensore doppioA 2 Lin, si de nisce tensore inversodi A il tensore
A 12 Lin tale che:

AA 1=A A=1 (1.24)

Si dimostra che, datoA 2 Lin, se A 12 Lin esiste esso & unico. Si dimostra
inoltre che:
(A HT=(AT) 1=AT (1.25)

Determinante
Si de nisce determinante di un tensore doppioT, I'applicazione det Lin !
R, pari al determinante della matrice delle componenti cartesiane di,
de nita [T]:

detT = det[T] (1.26)

SianoA 2 Lin, B 2 Lin. Si dimostra che:
det(AB ) = detAdetB  det(A )= det(A) * (1.27)
Un‘altra identita facilmente veri cabile e la seguente:
detT = Te; Te, Tes (1.28)

dove con il simbolo si & indicato il prodotto vettoriale in R®.

Si osserva ora una proprieta utile: generalizzando la precendente a tre
vettori generici della base cartesiana (quindi ripetuti o scambiati di posto) si
ottiene:

(e g e)detT =Te; Te; Tex (1.29)

Si considera ora il prodotto misto dell'immagine, mediante il tensorg, di tre
vettori aribitrari u;v;w 2 R3, espressi secondo la base cartesiana= u'e,
V=Ve,w=we:

Tu Tv. Tw =T(u'e) T(Veg) TWre)=uviwkTe; Te; Tey=
=u'viwi(e g e)detT =(u v w)detT
(1.30)
Dalla proprieta (1.18) di trasposizione si puo scrivere:
Tu Tv. Tw=Tu (Tv. Tw)=T7(Tv Tw) u (1.31)
Confrontando la precedente con la (1.30):

u T(Tv Tw)=u (v w)detT

14



Dall'arbitrarieta del vettore u:

T(Tv Tw)=(v w)detT (1.32)
In particolare, supponendo che il tensor@ sia invertibile, si ottiene in ne:
Tv Tw =(detT)T T(v w) (1.33)

valida 8v;w 2 RS,

1.3 Tensori di ordine superiore

Si puo estendere il concetto di prodotto tensoriale (1.12) de nendo un tensore
di ordine p come una combinazione lineare di prodotti tensoriali di ording:

T = Tieg, o Ji, (1.34)

Lo spazio dei tensori di ordingp si de nisce Lin,. Generalmente, due tensori

si agiscono fra loro mediante applicazioni che, al contrario rispetto ai tensori
doppi, devono essere de nite opportunamente caso per caso. Ad esempio,
un tensore del terzo ordin€l 2 Linz puo essere visto come un'applicazione
lineareT : R" ! Lin,, tale che, essendo 2 R", si ha:

TV)=T%g g )= T*(% Vg g (1.35)
oppure, T puo essere inteso come un‘applicazione kih R", A 2 Lin,:
TA)=T g g o(A™a an)=T*A™(g an)gi g &

Per gli scopi del presente elaborato, i tensori tripli, presenti nella de ni-
zione di gradiente di un campo tensoriale doppio, verrano presentati come
applicazioni lineariT: R" ! Lin,, de niti secondo la (1.35).

Nell'elaborato saranno presenti anche tensori del quarto ordine, i quali
verrano introdotti come applicazioni lineariT : Lin, ! Lin,, de niti secondo
la seguente legge:
TA)=T"g g g 9(A®a a)= T™ Au(ge a)(ar a)g g

(1.36)

Nella presente tesi, la precedente viene indicata anche con il simbolo di doppia
contrazioneT(A) =T :A.

Trasposzione di un tensore del quarto ordine

Ai ni del presente elaborato, si de nisce I'operazione di trasposizione per
un tensore del quarto ordine l'operazioné )" : Lin, ! Lin, per la quale
vengono scambiati di posto gli ultimi due vettori del prodotto tensoriale:

TT=(T"g g o 9)'=T"g g g ow=TT (1.37)

15



Tensore identita del quarto ordine
Si de nisce il tensore identita del quarto ordine il tensoré 2 Lin, tale per
cui, per ogniA 2 Lin,:

I(A)= A (1.38)
Si veri ca facilmente che il tensore identita del quarto ordine & dato da:
=g g ¢ d=9 d g g-=

i 9 (1.39)
=d“d'g g o =09 ¢ g

k gI

1.4 Gradiente di uno scalare e basi naturali

Base naturale covariante

@

gi:@

geometrico,g; € il vettore tangente alla curva nello spazio al variare della
coordinata ' tenendo sse tutte le altre | (tali che j 6 i).
Ad esempio, indicando il vettore posizione mediante le coordinate carte-
siane, si ha:
x=x(L%: Me (1.41)

Di conseguenza, dato che la base cartesiana e costante nello spazio, dunque
indipendente dalle coordinate ':

_ @, _ @k
9= @) @*
Per invertire tale relazione si pud operare come segue. Si esplicitano i vettori
della base cartesiana attraverso i vettori della base naturale covariante:

(1.42)

8
X R
%glz %eﬁ o %en

16



Volendo isolare [i-esimo vettore della base cartesiang, moltiplicando ogni
riga per @’ =@X Si ottiene:

Lo @ex . @'ex,
%@x T@x@ >t T axer ™

@ axe T axer

Sommando le equazioni:

1 n 1 9( n 9(
Q.gl+:::+@.gn = @@1 :::+@.@
@X @% @x@ @x@"
@@z, .. @ @3
@x@' = @x@"
Riconoscendo la regola della catena all'interno delle parentesi del secondo
membro: L ] % R
g.gl'F... @ :@—.e1+ .. @
@x @ = @x T ek
Essendo@¥=@x= I (infatti, per de nizione, le coordinate sono fra loro

indipendenti), I'unico termine diverso da zero al secondo membra@i=@be;,
il quale si sempli ca ine;. Si ha dunque, in ne:

e+

€n

1 n
%91 + 1 gx = €
Scrivendo il risultato nella notazione di Einstein, si ottiene:
@J

Gradiente di uno scalare

Sia' : R"! R un campo scalare. Volendolo linearizzare lungo una direzio-
ne ssata dal vettore h, si de nsce un‘applicazione lineare ' : R" ! R",
chiamata gradiente di' , la quale é calcolata nel puntx, agisce sul vettore
h ed é tale per cui:

"(x+th)y="(X)+r ' (x)[th] + o(kthk) (1.44)

dovet 2 R e il simboloo (de nito o-piccolo), applicato ad uno scalarex 2 R,
e tale per cui:
o(x)

)|(!m0 T =0 (145)

17



Riarrangiando i termini, sfruttando la linearita (per de nizione) del gradiente
e dividendo ambo i membri peh! 0, ricordando la de nizione dio-piccolo
(1.45), si ottiene:

r' (x)[h]= Itilmo%(' (x+th) " (x)) (1.46)

L'applicazioner ' : R" I R mappa linearmente vettori daR" in R, puo
dungue essere considerato come un prodotto scalare fra vettori:

r (x)[h]=r"(x) h (1.47)

Per non appesantire la scrittura, d'ora in avanti, se omesso, verra sottoin-
tesa la dipendenza dr ' dal punto x. Esplicitando il gradiente del campo
vettoriale secondo la base controvariante:

r' =(r')gd (1.48)
se ne possono calcolare le componenti operando secondo la (1.4):
(r')i=r" g (1.49)

Osservando la (1.46), nel caso in cti corrisponda ad un vettore della base

naturale covarianteg;, la generica componente covariante del gradiente cor-
risponde alla de nizione di derivata direzionale lungo la direzione del vettore
gi, di conseguenza, alla derivata parziale secondo la coordinata

Yog= o (a) = lim L y orxp= @
(I’ )I g = (gl) - |{rnof( (X + tgl) (X)) - @ (1-50)
Si ottiene quindi in ne:
@'
r'=— 151
@! (1.51)
Operando nella base cartesiana, invece:
[ @I i
r' = @ke (1.52)

Base naturale controvariante
Osservando la (1.46) e calcolando il gradiente della generica coordinata

lungo la direzione data dal vettoreg;, si ottiene |:

g =lm e tg) )= o= (1.53)
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indipendenti. Il prodotto dato dalla (1.53) rispetta la condizione (1.1), i
vettori della base duale (o naturale controvariante) sono dunque de niti:

g=r" (1.54)
i quali risultano, espressi secondo una base cartesiana:

_ i@
=r _@(

g

Si nota infatti che:

@5‘<e @ ,_ @xX@

. ¥ @ ¥ @ j
0 o= DL, Do @O o). CKO kO O

&) @gex' " @er @

corrispondente alla de nizione (1.1).

Con un procedimento analogo a quanto scritto per la base naturale co-
variante, ma scritto in maniera compatta, si puo invertire la relazione (1.55)
moltiplicando ambo i membri per @%=@' ed estendendo la sommatoria

sull'indice i: _
@k _ @%@ ; _ @X
Q@' @' @k Q!
Per cui, riordinando gli indici, si ottiene:
@%

e = @gj (1.57)

d= He=¢

1.5 Operazioni di erenziali di un campo vetto-
riale

Gradiente di un campo vettoriale

Siaora :R"! R" un campo vettoriale. Analogamente alla sezione pre-
cedente, si vuole introdurre un'applicazione lineare : R"! R" chiamata
gradiente di , tale che:

(x+th)y= (xX)+r (X)[th]+ o(kthk) (1.58)
Per cui, operando come nella sezione precedente, si ha:

r (x)[h]:lti!mo%( (x +th)  (x)) (1.59)
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L'applicazioner :R"! R" mappa linearmente vettori daR" in R" dun-
que, di fatto, puo essere associata ad un tensore doppio.

Osservando la (1.59), nel casb corrisponda ad un vettore della base
naturale covarianteg;, la de nizione di gradiente corrisponde alla de nizione
di derivata parziale:

rEl=in T ) 6= o (1.60)

Di conseguenza, si veri ca che il gradiente di un campo vettoriale puo essere
scritto:

@ .
= = ! 1.61
r @ (1.61)
Infatti, esso rispetta la precedente:
@ i _ @ i — @ i — @
r (gj):@ 9(91)—@(9 9)= @i~ @
In coordinate cartesiane:
_ @ _@Q@e) ,_@
ro = oK e = ax e = @(e. e (1.62)

Gradiente del prodotto fra un campo scalare e un campo vettoria-

le

Il gradiente del prodotto fra un campo scalaré : R" ! R e un cam-
po vettoriale : R" ! R" si calcola mediante la regola di derivazione del
prodotto:

1 —_ @I ) I_ @' 1 @ I_ @' | 1 @ |
e T e e e Te
riscrivendo il primo fattore del primo addendo come segue:
@' i _ @ i _
@ 97 @Y 7 7

e osservando che il secondo fattore del secondo addendo corrisponde al gra-
diente di , si ottiene in ne:

r¢ )= r ' +'r (1.63)
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Divergenza di un campo vettoriale
Si de nisce divergenzadi un campo vettoriale Il'operatore div: R" ! R
per cui:

div (x) = tr(r )(x) (1.64)
Applicando la de nizione di traccia (1.21) alla (1.61):
: @
div = @ g (1.65)
Si ricorda che, in base al noto teorema della divergenza per campi vettoriali,
dato un continuo R", sotto su cienti ipotesi di regolarita, si ha:
Z Z
div (x)d = (X) nd@ (1.66)
@

doven corrisponde al versore normale uscente alla (iper)super c@ .

1.6 Operazioni di erenziali di un campo tenso-
riale

Gradiente di un campo tensoriale
Siaora :R"! Lin un campo tensoriale del secondo ordine. Il gradiente
di  é l'applicazione linearer : R"! Lin tale che:

(x+thy= (x)+r (x)[th]+ o(kthk) (1.67)

Riarrangiando i termini, si ottiene:
r (x)[h]= Iti|rn0 %(( X + th) (X)) (1.68)

L'applicazioner : R"! Lin mappa linearmente vettori daR" in Lin dun-
que, di fatto, puo essere associata ad un tensore triplo che agisce secondo la
(1.35).

Si osserva che la derivata parziale di un campo tensoriale si calcola ap-
plicando la regola di de nizione del prodotto, dato che il prodotto vettoriale
gode della proprieta associativa, un‘esempio sul campo tensoriale indicato in

base controvariante = ;g ¢ risulta:
@ @ i : @i . . i . i i
@ @( i9 ¢)= @—Eg g+ % g+ 9 % (1.69)
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Analogamente a quanto visto nelle sezioni precedenti, applicando al ten-
sorer il vettore g;, si ottiene la de nizione di derivata parziale del tensore
lungo la coordinata ':

@
ro(gi)= @ (1.70)
Dunque, si veri ca che il gradiente di un tensore risulta:
@
r = @ g (1.71)

Infatti, esso rispetta la precedente:

C @)= S d@)= o6 9= o= o

Divergenza di un campo tensoriale
Si de nisce divergenza di un tensore l'operatore div : Lin! R" tale che,
per ogni vettore costantec 2 R", si ha:

¢ (div )= div( Tc) (1.72)

Tc rappresenta un campo vettoriale del quale si puo calcolarne la divergenza
secondo la de nizione (1.64), dunque:

div( Te)=div( "g; gi(c)) = div( "(g c)g)=tr(r ( " (g ©)g))

svolgendo i calcoli e ricordando il gradiente del prodotto fra un campo scalare
e un campo vettoriale (1.63), si ottiene:

r(r ( "(g og)=tr(g r ( "(g N+ (g org)=

=g @—@2( "(g oNg“+ (g C)% g“ =
=(0 PIgr '@ N+ (g o) o o

La costantec puo essere estratta dal segno di derivazione e raccolta a fattor
comune, risultando:

dv( To)= (g gk)@—@f( igy+ % & g c

Si osserva che il termine all'interno della parentesi quadra corrisponde a:

(9 gk)@—@f( igy+ % o g = @—@f '9) g+ o o (¢

22



il quale, dalla linearita del prodotto tensoriale:
@ . . )
ot 9@ e+ Ta =gl e g)

ottenendo, dunque:

: @, ; @
div( Tc) = @( "gi gi)g") c= @gk c
La divergenza di un campo tensoriale si puo dunque scrivere:
. @
div = —-¢d 1.73
a@? (1.73)
Si dimostra che l'analoga alla (1.66) per campi tensoriali risulta:
Z Z
div (x)d = (xX)nd@ (1.74)
@

dove i simboli hanno il signi cato introdotto precedentemente.

23



24



Capitolo 2

Teoria del gusci sottili

In questo capitolo, in seguito ad una sezione che richiama alcuni concetti
fondamentali della meccanica del continuo seguendo quanto descritto in [2],
vengono de nite le ipotesi cinematiche sulla quale si basa la teoria dei gusci
(shell) sottili, introducendo le variabili generalizzate di tensione. Successi-
vamente, dopo aver ricavato le equazioni di equilibrio, viene introdotta e
linearizzata la formulazione variazionale, necessaria per i successivi sviluppi
numerici.

2.1 Richiami di meccanica del continuo

Analisi della deformazione

Si considera una regione dello spazi® R3, de nita con gurazione inizia-
le, ipotizzata su cientemente regolare. | punti appartenenti aG vengono
de niti punti materiali ed indicati con la lettera maiuscolaX = X'E;, aven-
done esplicitato le componenti cartesiane. Si de nisce deformazioneuna
funzione, su cientemente regolare, che ad ogni punto nella con gurazione
iniziale associa un puntax = x'e; 2 R3:

x= (X) (2.1)

L'immagine di G mediante la deformazione e de nita con gurazione de-
formata ed e indicata conC, si fa riferimento allimmagine 2.1. Per evita-
re strappi e compenetrazioni di materia, si suppone che la funzionesia
bigettiva, di conseguenza invertibile.
Il gradiente della funzione , & de nito tensore gradiente di deformazione
ed e indicato conF:
_ @ _ @k

F=grad = —=—-¢
) * -~ @xX
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Figura 2.1

avendo indicato congrad il gradiente svolto rispetto alla con gurazione
ed avendo esplicitato le componenti cartesiane nell'ultimo passaggio (si e
inoltre introdotta la notazione grad ( ) = %). Ricordando la de nizione

di gradiente di un campo vettoriale (1.58), si osserva:

x(X + tH) = x(X) + F(X)[tH] + o(ktHK)

Facendo tenderd a zero e indicandalx = x(X + tH) x(X) edX = tH, si
puo riarrangiare la precedente come:

dx = FdX (2.3)

Si osserva che il signi cato del tensorE, dunque, € quello di mappare bre di
lunghezza in nitesimadX nella con gurazione iniziale, in bre di lunghezza
in nitesima dx nella con gurazione deformata.

Dalla condizione per la quale si richiede che un volume di materia rimanga
positivo a deformazione avvenuta, un'ulteriore ipotesi € che il determinante
di F, indicato conJ e de nito Jacobiano della deformazionesia sempre stret-
tamente positivo, il che, secondo l'algebra lineare, garantisce l'invertibilita di
F.

Considerando una generica bra in nitesima nella con gurazione iniziale
dX e le propria immagine nella con gurazione deformatalx, indicando il
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quadrato delle rispettive lunghezze conlL? = dX dX edl? = dx dx, si
veri ca che la di erenza fra queste due quantita risulta, ricordando la (2.3):

di? dL?=dx dx dX dX =2dX EdX

avendo introdotto il tensore di deformazione materiale:
1
E= E(FTF 1) (2.4)

Introducendo lospostamentadi un punto fra la con gurazione inziale e quella
deformatau = x X, si de nisce il tensore di deformazione spaziale

"= %(gradu +(gradu)”) (2.5)

avendo indicato con grad il gradiente calcolato rispetto ai punti della con -
gurazione deformata. | tensorE e " introducono delle speci chemisure di
deformazione

Si considera una super cieSy nella con gurazione deformata parame-
trizzata da una coppia di variabili ( 1; 2), ' ¢: (1 ?) !'S (. Dallanalisi
matematica, il vettore no normale alla super cieSy moltiplicato I'elemento
d'area in nitesimo dAg, Si puo scrivere:

@ @
nodAg = @f @fd 1q 2 (2.6)
Si considera I'immagine della super cié o secondo la deformazione, ' =
(' o), sempre parametrizzata dalla coppia di variabilit; 2,' ="' (1, 2).

A seguito di alcuni passaggi, dalla regola della catena per Cgr = F%
e sfruttando la relazione (1.33), si pu0 de nire la seguente legge, de nita
formula di Nanson

@ @
ndA:@ @dle:JF ThodAg (2.7)
Siano :R®! RS® :R3! Lin, rispettivamente, un campo vettoriale

e un campo tensoriale del secondo ordine. Dalla (2.7), si ottengono due
importanti relazioni de nite trasformazioni di Piola, che de niscono delle
corrispondenze fra gli integrali di super cie nelle due con gurazioni:
z z
ndA= JF ! ngdAo
z z> (2.8)

n dA= JF Tn odA,
S So
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Analisi della tensione ed equazioni inde nite di equilibrio
Nella meccanica del continuo si suppone che le interazioni fra il corpo e il
mondo esterno vengano esercitate attraverso due tipologie di forze:fdeze
di volume ad esempio la forza gravitazionale, agenti sul volume del solido
attraverso una funzione, de nitadensita delle forze di volumed indicata con
b:C! R3 e leforze di super cie, ad esempio le forze dovute al contatto fra
il corpo e dei carichi sici agenti sulla frontiera del continuo@C secondo la
funzionedensita delle forze di super cief : @ ! R3. Secondo la meccanica
del continuo, la funzionef é de nita dall'azione di un tensore del secondo
ordine , che prende il nome dtensore di Cauchysulla normale esterna alla
super cie n:

f= n (2.9)

Le equazioni cardinali delle meccanica, in ambito statico, de niscono I'e-
quilibrio del solido sotto I'azione di una distribuzione di forze di volume e
di super cie. L'equilibrio alla traslazione e alla rotazione, rispettivamente,

sono de nite:
Z

bdV + fdA=0
Z¢ @ Z (2.10)
(X Xg) bdv+ (x X9 fdA=0
C @
avendo indicato conxy un generico punto sso nello spazio usato come polo
per il calcolo dei momenti. Si dimostra che le precedenti sono soddisfatte per
ogni parte del corpo se e solo se:

dv +b=0

- T

(2.11)

Le precedenti sono de nite, rispettivamente prima e seconda equazione in-
de nita di equilibrio in forma spaziale Si dimostra che esse sono equivalen-
ti alle seguentiprima e seconda equazione inde nita di equilibrio in forma
materiale:

dvP+Jb=0 (2.12)
PFT=FPT '
Avendo introdotto il primo tensore di Piola-Kirchho :
P=J F T (2.13)

Si introduce inoltre il secondo tensore di Piola-Kirchho, simmetrico:
S=FP=JF'FT (2.14)

| tensori , P e S de niscono speci chemisure di tensione
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Forma variazionale delle equazioni di equilibrio

Si considera un insieme di funzionK con dominio inR" e, generalmente, a
valori scalari, vettoriali o tensoriali. Si considera inoltre una generica funzione
F, con dominio inX ed anch'essa, generalmente, a valori scalari, vettoriali o
tensoriali. Si de niscevariazione di F calcolata inu(X) e lungo la direzione
v(X), conu(X);v(X) 2 X, la seguente:

DF(u)[v] = di Fu+ v) (2.15)

Si veri ca che l'operatoreD( ) segue le regole di derivazione. Per indicare
una qualsiasi direzioner a partire da u, seguendo la letteratura, la direzione
V puo essere scritta comeu. In questo caso la variazione prende il nome di
variazione virtuale e viene indicata con F:
= E F(u+ u) (2.16)
d =0

Si dimostra che le equazioni di equilibrio sono garantite se la seguente

variazione virtuale deIqunzionaIe , fuznzione degli §postamentu, e nulla:

Lin Lex = Y, b udv+ f udA =0 (2.17)
C C S

dove il primo addendo de nisce la variazione virtuale delavoro interno,
mentre il secondo la variazione virtuale ddhvoro esterno
La variazione del tensore di deformazione spaziale risulta:
h io
d"1" @ T@
"= — - —(Uu+tu) —(u+tu 2.18
i3 Uttty Gurtw (2.18)

Svolgendo i calcoli:

,,_1dh@1 t@uT @, @u B
‘zﬁlt I3 @< @( =0
1" @u T@l @ T@u'
2 @& @( @ X

La (2.17) puo essere scritta anche in forma materiale, si dimostra infatti, che
risulta:
Z Z z

= Liw Lex= S: EdVW Jb udwWw+ Jf udAp, =0

G o8

(2.19)
avendo, anche in questo caso, distinto la variazione virtuale del lavoro inter-
no, per il primo addendo, e la variazione del lavoro esterno, per il secondo.
Secondo passaggi analoghi alla (2.18) si veri ca:

= _( FTF+ FTF) (2.20)
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Legame costitutivo elastico lineare omogeneo e isotropo

La risposta di un corpo deformabile soggetto ad un generico sistema di forze
esterne non puo essere de nita senza tenere conto del materiale del quale é
costituito. | legami costitutivi de niscono le leggi che legano le misure di ten-
sione a delle speci che misure di deformazione sotto le condizioni de nite da
determinati assiomi, per i quali, ad esempio, devono dare risultati invarianti
sotto I'azione di moti rigidi.

Per la presente tesi si considera un legame costitutivo elastico lineare
omogeneo e isotropo, il quale de nisce il secondo tensore di Piola-Kirchho
S tramite il tensore costitutivo del quarto ordine H agente sul tensore di
deformazioneE secondo la (1.36):

S=H:E (2.21)

Il tensore costitutivo H e de nito:

E E

a2yt Mrae's

(2.22)

dove Is € il tensore identitd simmetrico del quarto ordinede nito da | =
(I+17)=2, mentreE e , costanti, sono, rispettivamente, il modulo di Young
e il coe ciente di Poisson del materiale.

2.2 Ipotesi cinematiche

Seguendo la teoria descritta in [10], in riferimento alla con gurazione defor-
mata dello shellC, si de niscono due super ci di erenziabili in R, parame-
trizzate dalla coppia di coordinate( 1; ) 2 A R2. La prima individua la
posizione della super cie del piano medio dello shell: A! R3, la seconda
de nisce il vettore direttore t: A S ristretto alla condizione ktk, che
indica, punto per punto, la direzione della bra dello shell, avendo indicato
con $ linsieme dei vettori in R® con norma unitaria.

La super cie media dello shell nella con gurazione deformata e indicata
con S, il proprio contorno con = @5.

Dall'ipotesi per la quale ogni bra dello shell rimanga rettilinea a defor-
mazione avvenuta, ogni punto dek e individuato attraverso una funzione

A [h;h*]! RS

x= (L %)="(%3+ t(hH? (2.23)

dove h* eh , conh®™ > h , sono le quote della super cie superiore
e inferiore dello shell a partire dal piano medio; si € inoltre introdotta la
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coordinata 2 [h ;h*]. Se la densita del materiale del quale é costituito lo
shell e uniforme, come nel caso studiato nella presente tesi, sitha= % e
h* = % avendo de nito conh lo spessore dello shell.

Xl

Figura 2.2: Con gurazioni dello shell e dominio delle coordinate parametrizzate,
immagine fedele a quanto ra gurato in [10].

In riferimento alla con gurazione iniziale G, invece, ogni puntoX dello
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shell & individuato dalla funzione °: A [ ;511 R%
X = O( 1; 2; ): ' O( 1; 2)+ tO( 1; 2) (224)

dove si distinguono le super cie di erenziabili relative al piano medio medio
"0 Al R3ealdirettoret®: Al S relative alla con gurazione iniziale,
quest'ultima sempre costretta dalla condizion&t®k = 1.

La super cie media dello shell nella con gurazione iniziale € indicata con
So, il proprio contorno con o = @.

La funzione di deformazione : G ! C risulta dunque paria =
( 9 %, dove con sié indicata la composizione di funzioni.

In riferimento alla gura 2.2, si identi cano le due con gurazioni, ini-
ziale e deformata, e il dominio delle coordinate parametrizzate, avendo per

Essendox = ( %; 2; ) il vettore posizione nella con gurazione defor-
mata, i vettori della base naturale covariante nella con gurazione deformata

%:' 1t ta 92:%:' 2t 1o 93:%:'[ (2.25)

dove con il simbolo( ), siindica la derivata parziale rispetto alla coordinata
i

01 =

Analogamente, i vettori della base naturale covariante nella con gurazio-

@0 1
Gl:@: ?1+ t;ol G.=

@° .,

= @_O—to
@ -

@
(2.26)

| vettori delle base naturali covariante e controvariante nella con gurazione
iniziale, se calcolati in corrispondenza della super cie media, ossia pex 0,
vengono indicati cona® = G;( =0) eal, = G'( = 0); l'analogia con la
con gurazione deformata & analoga omettendo l'indice (pedicg)(°).

Un'ulteriore ipotesi che si introduce & quella per cui la bra dello shell
nella con gurazione iniziale risulti ortogonale alla super cie media. Intro-
ducendo le lettere greche per indicare gli indidi, 2, l'ipotesi precedente si
traduce nella relazione' 0 t° = G Gj3 = 0, osservando che nel secon-
do passaggio si € fatto uso della condiziok&®k = 1 dalla quale si ottiene
t? t°=0 (analogamente per la con gurazione deformata si ha t = 0).
Si fa riferimento alla gura 2.3.

3Si de niscono le funzionir A [ 5411 R¥er C:A [ B;071
R*:
r =% =g o 0:@—i '=G; (2.27)



Figura 2.3: Si osserva l'ortogonalita del vettore direttore nella con gurazione ini-
Ziale con i vettori della base covariante sulla super cie media dello shell (a sinistra).
Questo non é generalmente vero nella con gurazione iniziale (a destra).

Si veri ca facilmente che(r ° '= ; G'. Analogamente,sihgr ) '=
i g'. Il tensore gradiente di deformazion& & de nito dal gradiente del-
la funzione rispetto alla con gurazione iniziale G, de nito dall'operatore
grad :

F=grad = % G'=g G (2.28)
il quale, si verica facilmente, & pariaF = r (r 9 . Con le relazioni

precedenti si veri ca:
gi=r '= FG; g=(r )T '=F TG
Gi - 0 i = F lgi Gi :(r 0) T i — FTgi (229)

Il Jacobiano della deformaziond e de nito, sfruttando la (1.27), da:

detF = J = JJ—O (2.30)

avendo denito conj = detr = g; g, teconj®=detr °= G,
G, t° dove nei secondi passaggi si & ricordata la (1.30). | di erenziali delle
super ci medie, deformata ed iniziale, sono de niti, rispettivamente:

=K. ok 0=k G oK (2.31)

Si osserva che, dalla condizione. t =0, per = 1;2, si ottienej%( =
0) = j° (mentre, generalmentg ( =0) 8 j).
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Il tensore di deformazioneE e dato da:
E = %(FTF 1) (2.32)

di conseguenza, sostituendo la (2.28) ad e la (1.23) perl, svolgendo i
calcoli si ottiene:

E= (G GG G (2:33)
Dalle (2.25) si osserva che:
g ="', "o+ (Lot ) HO)( )
B =gs3="; t+ tt =".1 (2.34)
Oz =1

Analogamente, dalle (2.26):

G =r0 P (0 ) ) 1)
Gs =Gg="2 t%+ t2t2="9 t° (2.35)
633:1

(il quadrato della componente e stato indicato con l'ausilio delle parentesi
tonde per evitare la confusione con la coordinate?). Sostituendo le (2.34),
(2.35) nella (2.33) e trascurando i termini in( )? per l'ipotesi di shell sottile,

Si ottiene:

= Z( . v + 0 + 0

E_z, : O 9)G G+
+%[('; t. 2 )+t 2 )G G+ (2.36)
1
50t 'O tG G +GE G)

(in realta, si ricorda che' ° t® = 0). Introducendo le seguentivariabili di
deformazione

a = . =", L ="t

2 =10 10 0 =10 g 0= 0 o (2.37)
dalle quali si de niscono le seguentinisure di deformazione
n — 1 0 — O — 0
= é(a a’) = = (2.38)
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il tensore di deformazione (2.36) puo essere riscritto (si nota che i termini in
G3® G2 si sempli cano):

1
E=(" + ()G G t3 (G G3+G® G) (2.39)

avendo de nito le componenti simmetriche:
1 1
(1= () () ():§(+ ) ?)=§(°+°)
2.2.1 Divergenza nelle due con gurazioni

Si segue quanto formulato in [17] per scrivere in modo e cace |'operatore
divergenza, rispettivamente di un campo tensoriale e di un campo vettoriale,
nelle due con gurazioni.

Derivate di j e j° lungo la generica coordinata !
In riferimento alla con gurazione deformata, si presenta un‘identita utile. Si
osserva che, in base alla (1.30):

j=detr =r .1 o 3 (2.40)

Applicando ad ambo i membri la derivata parziale lungo la generica coordi-
nata ':

ji=r qar 2 I 3+t r 12 3t

+r 1 I 2 I i3

Riscrivendo gli ultimi due addendi sfruttando l'identita (facilmente veri ca-
bileya b c=a b c=c a b, siottiene:

Ji=r ar 2 I 3tr o 3 I 1t
+r i3 r 1 2

Usando la (1.33) si ottiene:

ji=r i1 (detr )r ) T(, 9+
+r 4o (detr )r ) (s o+
+r i3 (detl’ )(r ) T( 1 2)

Per cui, svolgendo i calcoli e raccogliendo a fattor comune:
Po— T T T
Ji=gr a2 (r ) atr 2 (r ) 21 i3 (r) o3
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Sfruttando la proprieta del trasposto (1.18):
I AT G M SRS P (S B SRR TP S PR (D W GRS

Svolgendo i calcoli:

=i (G G’)@@i% <o+
+ 2 (] Gj)g% P

| i

fa () 6) o & K

_ . @' @ . @° @x .\ @3 @x
“ k@@l @x@ @’ @k@ @

In ne, rinominando gli indici, si ottiene:

1. @ @x“

Tz = = 2.41

T exe@ (2.41)
Ripercorrendo calcoli analoghi, si dimostra:

1., @ @x-X

i T ex@e (2.42)

Divergenza di un vettore nelle due con gurazioni
Si osserva ora che, dato un vettore 2 R3, essendo costanti i vettori della
base duale cartesiana, de nendo con div I'operatore divergenza rispetto alla

con gurazione deformata, si ha:

. _ @ i@ ei)_@ @kk@j_
v =ax®" ex ~@ @ ex .03
@ ex.@ ek, @@ |

“@ @Y ok @<’ @ @x
avendo fatto uso della relazione fra e i vettori della base naturale contro-
variante g secondo la (1.57). Si osserva ora la seguente identita:

% = %%: ik (2.44)
Derivando la precedente lungo’ si ottiene:
@ @@ @ @%x @ @x@ @k
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la quale implica:

0@ ok @ 0 @k _ 0 o

@ @x @ @x@ @% == @x@ @k

Sostituendo la precedente nella (2.43) e svolgendo i calcoli, rinominando
opportunamente gli indici si ottiene:

@ @(k@ .|.@J @Xi k —

(2.45)

W e e’ex " @x@er
_ @ L, @ @x ’
"ot 9" ereer
Per cui, ricordando la (2.41):
N @) - 1 @] 1@, i
div = @( o)+ i @~ g = j_@(J g') (2.46)

La divergenza di rispetto alla con gurazione inziale, con un procedimento
simile a quanto svolto per ottenere la precedente, risulta:

div :jio(jO G"); (2.47)

Divergenza di un tensore del secondo ordine nelle due con gura-

zioni

Sia ora 2 Lin un campo tensoriale del secondo ordine. Svolgendo calcoli
analoghi alla (2.43) si ottiene:

@ei:@ei)_@ @k , @ _

s @ @ (2.48)

@k @x @ @k
@ @x,@ @k, @ @
@ @< @ @ @ @x

Per la (2.41) e svolgendo i calcoli si puo scrivere:

1@ .« 1@
j @ j @
Svolgendo calcoli analoghi, la divergenza di rispetto alla con gurazione
iniziale div  risulta:

1 @

div = j—o@(joG D) (2.50)

div = @@?(g i)+ 1O g (2.49)
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Teorema della divergenza sulla super cie media dello shell
Sia :A! R®un campo vettoriale tangente alla super cie dello shell nella
con gurazione deformata’ , quindi della forma:

= (5 %a(h? (2.51)

Si indica conN = % il vettore normale alla super cie media dello shell e
con il vettore normale al contorno appartenente al pianofa g =;.,. |l
vettore risulta pari a ﬁ avendo indicato conv il vettore tangente al
contorno . Parametrizzando (e di conseguenz&@?® ) secondo una generica

ascissas 2 [0;1], si ha che e identicata da' (s) ev si puo indicare come:

_d _@d _d a
—ds @ ds ds
Dunque, dalla regola del cambio di variabili:

Z Z,

N
d= K ks (2.53)

VvV =

(2.52)

Essendo'_ appartenente al piano generato dda g -; ., ed essenddN or-
togonale allo stesso piano, si h&'_ Nk = k'_k kNKk; inoltre si ha che
kKNk = 1. La precedente, dunque, si sempli ca:
Z | 1 N Z | Z | d
—=— k' kds= ' Nds= — N ds=
) K NK _kds o _ ds . dsa a ds
a2t
0 ds ds

avendo osservato ch@; a, N = ka; a)k = j. Inne, dal teorema di
Green, si puo scrivere:
Z, Z
d? d?
1 2 ; — ; . 14 2
— — jds = ;. dd
) s gs | A(J )i
e si ottiene, in ne:
Z Z Z 1 Z
d= ( ) d?= Z(j ) dS= Divs dS (2.54)
A s S
avendo, nel terzo passaggio sfruttato la regola del cambio di variabili per gli
integrali di super cie. Si é de nita, dunque, ladivergenza sulla super cieS

del vettore L L
Divs = j_(j ), = j_(j a), (2.55)
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La (2.54), in riferimento alla super cie iniziale, risulta:
Z Z
DiVSO dSo = 0 d 0 (256)

So 0
per la quale, la (2.57) diventa:

1

. 1. .
Divs, = j_O(JO ); = JO(JO a); (2.57)

Si osserva che, in questo caso, la normale alla super cie media dello shell
3 . . .

NO= 22 =a3=1t%e Orisultainoltre normale alla super cie laterale dello
0

shell nella con gurazione iniziale ° = ©a, (avendo scritto, in questo caso,
il vettore © secondo la base controvariante seguendo [18]; dalla condizione
a3 = t9 infatti, il piano generato dai vettori fag -;., coincide con quello
generato daf a,g =1 .2).

Nel caso in cui fosse un campo tensoriale del secondo ordine, invece,
ripercorrendo calcoli analoghi si ha:

Z Z Z Z
Divs dS= d Divs, dS= °d , (2.58)

S So 0
per le quali, in questo caso, la divergenza di un campo tensoriale risulta:

j%(j"a ). (2.59)

Dvs =:(a )  Divs =
2.3 Equazioni inde nite di equilibrio e risultan-
ti di tensione

Si ricavano le equazioni inde nite di equilibrio, rispettivamente alla trasla-
zione e alla rotazione, seguendo il procedimento descritto in [18]. Una for-
mulazione alternativa, a partire dalle due equazioni cardinali della dinamica,
e presente in [10]. La formulazione variazionale e il successivo calcolo delle
risultanti e caci di tensione seguono i risultati illustrati in [10].

La prima equazione inde nita di equilibrio del continuo risulta:

dv +b=0 (2.60)

dove € il tensore di Cauchy & e il vettore delle forze di volume. Scrivendo
il termine della divergenza secondo la (2.49), la precedente risulta:

1. :
j—(l g)it+b=0
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Per cui, moltiplicando ambo i membri perj e integrando lungo lo spessore
dello shell, si ha:

Z V4

[NI=2
N|T
>

Zn
95 ¢md + “jbd =0
h@ %

2 2

RICALE

Estraendo la derivata dall'integrale al primo addendo e calcolando il secondo
Si ottiene:

@ z 3 —_h z 5
= j gd +( ¢)_.*+ jbd=0 (2.61)
@ Tt
Si introducono ora lerisultanti di sforzo per unita di super cie iniziale n :
143
n = — j gd (2.62)

0 h
W%

e larisultante di sforzo esterna per unita di super cie iniziale
jbd (2.63)

Sostituendo le (2.62), (2.63) nella (2.61) e dividendd, essa diventa kquazione
di equilibrio alla traslazione dello shell

jio(j on) +n=0 (2.64)

Ricominciando dalla prima equazione inde nita di equilibrio (2.60), mol-
tiplicando ambo i membri perj e per e integrando lungo lo spessore dello
shell, si ha:

z

h
2

z z

@, @. 3 : _
@—(Jg)d+ %@(Jg)d+ %J bd =0
La coordinata puo essere integrata all'interno del segno di derivazione lun-

go , mentre, per il segno di derivazione lungo, si sostituisce al secondo
addendo l'identita:

N|T
[NE=2

N[

Qi - @ gy | g
@(Jg @(J g’) | 9

ottenendo:

Zn Zn Z Z
@ 2 2 @, 3 2 3 2 :
@ JJoegdr %@(J g9)d (G g)d+ jbd=0

2

N|T
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Per cui, svolgendo i calcoli:

Z
@Q i gd +( o)

h =
2

Z Z
(G g°d + j bd =0
h h

2

NS
NS
NS

h
2

[ NE=2

(2.65)
Si introducono ora lerisultanti di momento per unita di super cie iniziale
m e larisultante di sforzo lungo lo spessore per unita di super cie iniziale

[ 7 7
m % d | % 3d 2.66

2

N|T

e larisultante di momento esterna per unita di super cie iniziale

144
+ =

h
2 jO

h
2

1, . .
m = j—O(J 9%)] j bd (2.67)

h
2

Sostituendo le (2.66), (2.67) nella (2.65) e dividendd, essa diventa kquazione
di equilibrio alla rotazione dello shell

jio(j om ) +m 1=0 (2.68)

2.3.1 Condizione de nita dalla seconda equazione inde-
nita di equilibrio

Dalla seconda equazione inde nita di equilibrio, che si traduce nella simme-
tria del tensore di Cauchy, si puo a ermare:

g d=g 'g=0 (2.69)
Di conseguenza:
g 9¢=(C;+t) g+t g°=';, g+t. g+t g°=0

Moltiplicando ambo i membri perj, integrando lungo lo spessore dello shell
(ricordando che i vettori' et sono indipendenti da ) e dividendo perjg, Si
ottiene:

Z h Z h Z h
i j gd +t i i gd +t 1 i g°d =0
lo & Jo 1 Jo &
la quale, per mezzo delle (2.62), (2.66), si traduce in:
'.oon +t. m +t =0 (2.70)
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Si de niscono ora le componenti dei vettorin , m e t. lungo la base
f! ;1;I ;Z;tg:

n=n"'.+qt m=m"'. +mt t. = "'.+ 3t (271
Sostituendo le relazioni (2.71) nella (2.70) si ottiene:

oo H+gt)+( T+ ) m o +mi)+t 1=0
Svolgendo i calcoli e rinominando opportunamente gli indici:

(n m ). '.+t [ (q+ m m ) .1=0 (272

Moltiplicando ambo i membri pert il secondo addendo si annulla (infatti,
de nendo conv il termine all'interno della parentesi quadra, siha t v =
t t v =0)e laprecedente siriduce:

(n m ) . . t=0
Svolgendo i calcoli:
j [(n21 Zml ) (n12 lmZ )] = O

di conseguenza:
(n21 Zml )=(n12 1m2 )

Si de niscono dunque lecomponenti di sforzo membranalin , le quali
risultano simmetriche:

R =n m =A (2.73)

Avendo provato la simmetria delle componentr , il primo addendo della
(2.72) € pari a zero. Introducendo ora leomponenti di sforzo taglianti

& =q *m (2.74)

la (2.72) si riduce in:
t I ¢+ m).]1=0

Di conseguenza, per rendere valida la precedente, il vettdrelovra essere
della forma:
l= t+(g + m) . (2.75)

avendo introdotto la generica componente lungo't.
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2.4 Formulazione variazionale

Si assumono le seguenti condizioni al contorno sugli spostamenti. In rife-
rimento alla super cie media e al vettore direttore, si hd 'O =" per
(L 2@ A et t=tper(? 22 @, A ,essendonotiivalori
di' et.

Siidentica con T Clo spazio dellevariazioni ammissibili, de nito dallo
spazio tangente alla con gurazione deformata in corrispondenza della con -
gurazione

T C=f(";t):Al R T,$ tc. 'ja =0 tja, =0g (2.76)

avendo indicato con TS lo spazio tangente alla sfera unitaria Sin corri-
spondenza del vettord, de nito dall'insieme di vettori in v 2 R tali che,
ssato t 2 S, si hav t = 0. | vettori appartenenti a T;S?, possono essere

scritti nella forma v = t, avendo introdotto il vettore 2 R3 tale che
t = 0. Side nisce, dunque, t = t.
Moltiplicando scalarmente la (2.64) per' , la (2.68) per t si ha:
1. 1.
—(on ); +n b+ —(%m ), +m | t=20
Jo jo
Integrando la precedente sulla super cie media nella con gurazione iniziale
So:
z 1 1
—(@(on ). ' +n '+3(j°m); t+m t | t d§=0
se Jo J
(2.77)
Si considera ora la (2.57) sul campo vettorialgn ' )a°:

Dive(n ' )a°]= =% ')a ag} = <[ )] =
L J (2.78)
= GGy en

Considerando, invece, il campo vettorialém  t)a°, a seguito di passaggi
analoghi alla precedente:

Divg [(m  t)a’]= Jio(j m ). t+m t (2.79)
Considerando le (2.78), (2.79) nella (2.77):
Z
SO(DiVsO[(n 'J)a’l n ', +n "+ (2.80)
+ Divg,[(m t)a’] m t. +m t | t)d$=0
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Per il teorema della divergenza (2.56), introducendo il vettore normale ester-
no alla super cie laterale dello shell nella con gurazione di riferimento © =
%a,, Si puo scrivere:

Z Z
Divg,[(n ' )a’]dS, = (n '")a °d,=
So Z0 z
= (n % "doe= n "dy
Z Z° 0 (2.81)
Divg [(m 1)a’]ldSs= (m t)a® °d o=
So 7o 7
= (m O) td 0= m td 0

0 0

avendo introdotto larisultante di sforzo esternan e larisultante di momento
esternam:

n=n , m=m , (2.82)
Sostituendo le precedenti nella (2.80) si ottiene farma debole delle equazioni
di equilibrio:
Z
(n . +m t. +1 t)dS=
S0 7 Z (2.83)
= n"+mt)d o+ (n ' +m t)dS
0 So

avendo introdotto la variazione virtuale di lavoro interno ed esterno, rispet-
tivamente:
Z

Lint = (n oo+ m t. +1 t)dS
Vol yA (2.84)
Lext = (I’l tm t)d ot (n tm t)dSO

0 So

2.4.1 Calcolo delle componenti della variazione virtuale
del lavoro interno

Dalla (2.37), si procede ora al calcolo delkariazioni virtuali delle variabili
di deformazione In riferimento a a , ricordando che l'operatore ( ) segue
le regole di derivazione, si ha:

a = (, " )= ", " +". I (2.85)
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Mentre, con passaggi analoghi, si veri ca:

La variazione virtuale del lavoro interno L;, puo essere messa in fun-
zione delle componentk ,m e(q . Sostituendo (2.84) I'espressione dh
introdotta nella (2.71) si ottiene:

Z

Lint = (n ', CoHgt Co+m et ot + ] )dS

So

(2.87)
applicando la variazione virtuale ad ambo i membri della relaziorte t. =0,
siottiene t t = t t . Sfruttando tale relazione e ricordando I'espres-
sione (2.71) pert. e la (2.75) perl, si osserva che:
m3it t.+1 t= mt. t+l t=
= m (4 ) tH( g’ + om ) t=
=q' . t

avendo rinominato in modo opportuno gli indici. L'integranda della (2.87)
puo dunque essere de nita:

R + m ). ottt ogm )t o +m .t g t

avendo inoltre aggiunto le relazioni (2.71). llterminen ' . t. puo essere
riscritto come:

m ', t =m m t ', =m m (' .+ )

Rinominando opportunamente gli indici, si osserva che |'ultimo termine della

precedente si semplicacon m '. '. e ;,m t ' .. Inoltre, grazie
alla simmetria del terminer
R ':}(ﬁ' Yo+An '):}ﬁa

2 ’ 2
In ne, riconoscendo il termineg (t ' . +'. t) =1 , la (2.87) di-
venta: 4

Lint = }ﬁ a +9q + M dS
So 2

Seguendo [10] e [18], si scegliere di scrivere la variazione virtuale del lavoro
interno considerando solamente la parte simmetrica del momenia( ) =

%(m +m ) e della variazione della misura di deformazione , commen-
tendo un errore trascurabile. Di conseguenza, la precedente diventa:

1
Lig = Shoa +q +mt )y dS (2.88)
So
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Componenti di sforzo e caci

Richiamando dalla (2.62) la risultante di sforzo per unita di super cie iniziale

n e svolgendo i calcoli considerando l'espressione esplicita per i vettori della
base covariante (2.25), essa risulta pari a:

145 1ty 144
= j'gd=— | (;+t)d+— | td

lo & Jo Jo n

n =

N|T

Introducendo la (2.71) pert. si ottiene:

Zg h
R N G I Y R IR T

h
Jo 1

n =
Jo

N|T

Per cui, in ne, svolgendo i calcoli, rinominando opportunamente gli indici
ed estraendo dagli integrali le grandezze vettoriali, tutte indipendenti dalla
coordinata , si ottiene:

h, Zn i h, Zn i
n= G0+ yd (e )d s
h
2

jo Jo

N

=n ', +qt

(2.89)
avendo ricavato, in funzione di , i termini n eq , introdotti nella (2.71).
Con passaggi analoghi a quanto svolto per ricavare la (2.89), la risultante di
momento per unita di super cie inzialem , introdotta nella (2.66), diventa:

hyZt i
mo= i () )d o+
h, 2 i (2.90)
t L T ()7 )d t=m o emit

2

avendo de nito i termini m e m?® introdotti nella (2.71). In particolare,
riordinando gli indici, m  risulta:

Z
1 =2
= I +()? )d (2.91)

2

m =

[—

0

Sostituendo le (2.89), (2.90) all'interno della (2.73), si ottengono le compo-
nenti & in funzione di . Accorpando tutto all'interno dell'integrale:

VA
1 .
— i+ ( +() )d

NS

R =n m =
Jo

[N]=2

46



Rinominando opportunamente gli indici e sfruttando la simmetria delle com-

ponenti , Si osserva che i termini moltiplicati per si sempli cano, risul-
tando, in ne:
144
R == j( +()? )d (2.92)

h
Jo 1

Analogamente, si calcola la componentg :

Zn
1 =z
&€ =9 °m =— j *+ 3 o +()  )d
Jo 1
Di nuovo, sfruttando la simmetria delle componenti , i termini moltiplicati
per si sempli cano, la precedente di conseguenza diventa:
Zn
1 2. 3 2 3
¢ =5, i () )d (2.93)

2

Dopo semplici passaggi sfruttando le (2.29), (2.30), si veri ca che le com-
ponentir ,m egq, espresse rispettivamente dalle (2.92), (2.91) e (2.93),
possono essere dungque messe in relazione con le componenti del secondo ten-
sore di Piola-Kirchho secondo la (2.14) e, dall'ipotesi di guscio sottile per
la quale si trascurano i termini in( )? e si approssimg ® a j° (indipendente
da ), si ottiene:

Zn Z Zn
2 2

R = S d m =ml )= S d & = sd d
h

h
2

NES

h h
2

(2.94)
avendo scrittom = m( ), dalla simmetria delle componentis

2.4.2 Corrispondenza col la teoria del continuo median-

te il principio dei lavori virtuali
In questa sezione si procede al calcolo della forma variazionale (2.83) a partire
dal principio dei lavori virtuali nel continuo (2.19).

Inizialmente, si calcola la variazione del tensore gradiente di deformazione
F, ricordando la (2.28):

F= (a() G)=(g) G'=(';+ t) G+t G°(29)

A questo punto si pud calcolare la variazione virtuale del lavoro interno,
ricordando la (2.19): v
I—int = S: EdVo
G
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L'integranda della precedente si puo scrivere:

1
S: E=3(S FTF+S F' F)

Tenendo in considerazione la simmetria d$:

1
S:E:E(FsT F+FS F)=FS F=

FS (', + t;) +t O)(r

01):
FOF Y F ) (', + t)

+t O oY
Avendo ricordato la relazione fra il secondo tensore di Piola-Kirchho ed il
tensore di Cauchy (2.14). Dopo semplici passaggi algebrici, si veri ca:

FOF Y FE D) (" + t) +t 3 oh=
=J [F'G (', + t)+FTG® t]=
=J (9 (', + t)+J3 g t

avendo sfruttato la (2.29) nell'ultimo passaggio. La variazione virtuale del
lavoro interno puo dunque scriversi:

Line = S: Edyp = o jgd .+
G Al %
Z,h Z,h i
+ o dogd ot L 0ogd tj%did?
2 2
Ricordando le (2.62) e (2.66), la precedente puo riassumersi:

Z

Lin= (0 . +m t +1 t)j°%d? (2.96)
A

Analogamente, si puo partire dalla variazione del lavoro esterno, ricordando
la (2.17):

Z Z
Lex = f dA+ b dav (2.97)
@ C
Il contributo delle forze di volume risulta:
Z
b dv =
C
Z phZh i Z hZh i
2 . 2
= jbd + ' odlid %+ jbd t did?
h h
A 2 A 2
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Il contributo delle forze di super cie si puo scrivere, ricordando la (2.9):
Z Z
f dA = n dA
@ @
avendo indicato conn la normale uscente dalla super cie esterna dello shell.
Seguendo il procedimento descritto in [10], ricordando la formula di Nanson
(2.7):
ndA=jr T d (2.98)

avendo indicato con = ' ; la normale uscente alla super cie esterna del
dominio@ [ 5;8][A f 229, econd il dierenziale della super -
cie esterna. Spezzando l'integrale sui sottodomini, e indicando con la
normale esterna al contorng@A :

z Z n Z% i
dA = G T oo)d (¢ + ) dst
@ @ >
Z h i
+  (Gr T Zdid? (+ t)=
A =3
Z h Z% Z% i
= h(J' g)d bt h(J' g)d t) ds+
@ 2 2 )
Z h _h _h |
+ (i g% ?

n ot (g% tdid?
2 2

Per il teorema di Green, e richiamando il teorema della divergenza per la
super cie dello shell (2.54), si osserva:

Z n Z% i Z
(G g)d ' ds=  [(°n ') ]ds=
@z 2 z @ z
= (%% ') did?= Divg,(n ' )dS = (n ")odo=
ZA So 0
= n 'd 0

0
Con passaggi analoghi, si veri ca inoltre:
Z n Zhb i Z
(j g)d t) ds= m td g

N N

@
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Sommando il contributo delle forze di volume con quello delle forze di su-
per cie, ricordando le (2.63), (2.67) e (2.82) la variazione del lavoro esterno
risulta:

Z Z

Lex= (0 " +m t)do+ (n ' +m t)j%dd? (2.99)

0 A

Dalla di erenza fra la (2.96) e la (2.99) si ottiene, dunque, la forma variazio-
nale (2.83).

2.4.3 Linearizzazione della forma variazionale

Seguendo [10], indicando con = (' ;t) 2 C e =( '; t)2T C
rispettivamente, la con gurazione assunta dallo shell e le variazioni corri-
spondenti, si parametrizza secondo una variabilé' 2 R! = (e te),
in modo da soddisfare i seguenti requisiti:
vjrg = d_ = (2.100)
d" =0

A tal proposito, per la parametrizzazione della super cie media e del vettore
direttore si assume:

=t t = exp (" t) (2.101)

dove, con exp T;S ! S, si & introdotta la funzione mappa esponenziaje
descritta a partire dal seguente capoverso. Si osserva inoltre che, dato che

t 2 TS, si pud scrivere t = t.

Sianox, 2 R3 un vettore en 2 R® un vettore tale cheknk = 1. Seguendo

la procedura descritta in [7], in riferimento alla gura 2.4, il vettorex 2 R?,
de nito dalla rotazione di xo 2 R? attorno all'asse de nito dan per un angolo

, risulta:

[cos1+sin A+(1 cos)n nlx= x (2.102)

avendo introdotto il tensore ed il tensore, di componenti cartesiane
n'e g, le quali sono raccolte nella seguente matrig¢a]:

2 0 n® n? 3
N=4n® O ntdS (2.103)
n> nt 0

dove n' sono le componenti cartesiane del vettora = n'e. Si verica
facilmente chefix = n  Xx.
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Figura 2.4: Immagine fedele a quanto ra gurato in [7].

Si osserva che, identi cando la direzion@ con il vettore k—{k I'angolo

conk" tk e il generico vettorex cont, la (2.102) diventa la rotazione del
direttore t lungo la direzione de nita dal vettore” t per un angolo pari a
k" tk. Inoltre, dalla condizione t t =0, la (2.102) si sempli ca:

sink" tk,

exp (" t)=cosk" tkt+ 1k

t (2.104)

Si fa riferimento alla gura 2.5.

S L T, S

_A
‘\ exp( 1)

Figura 2.5: Immagine fedele a quanto ra gurato in [10].
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Si veri ca facilmente che:

. _ a.  _
J=o = d" =0
tujig = t - t
d" =0
che garantiscono le condizioni (2.100). Si veri ca, inoltre:
d, o d :
O e ; atn; o " t. (2.105)

Seguendo il procedimento descritto in [10], si de nisce il vettore direttore
come la rotazione diez secondo un opportuno tensore di rotazione:

t= e, (2.106)

De nendo con = , Si ha, ricordando la (1.32) e sfruttando la
proprieta per laquale det =1 e 1= T:

t = t= ed= ( E3) = T (2.107)

avendo de nito il vettore T = E3. Si osserva che, dalla condizione
t = 0 si ha, per la proprieta di trasposizione (1.18), Es =
(T )Esz= E; =0 e, diconseguenza, T Ez= E3z Ej; =

0. llvettore T = T!E;+ TZ2E, dunque, possiede solo due gradi di

liberta.

In riferimento alla forma debole delle equazioni di equilibrio (2.80), si
de nisce la funzioneG( -; ), pari alla di erenza fra la variazione di lavoro
interno L, con la variazione del lavoro esternolL ¢ (ricordando chem =
m( )):

G:%( )= L = ) Lex( )=
1
= 2 te rmo ) d%t (2.108)
So 7 z '
(n"+mt)doe+ (n ' +m t)dSy =0
0 So

la quale & un'equazione non lineare nella variabile-. La precedente puo
essere linearizzata arrestando lo sviluppo al primo ordine, lungo la direzione

G=G( -, )+DG( -; ) ]+ok k=0 (2.109)

Si calcola dunque la variazione db, a partire dalla con gurazione - lungo
la direzione

DG - N 1= 5 G ) (2.110)

n=q
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Variazioni delle misure di deformazione e delle relative variazioni

virtuali

Al ne del calcolo di (2.110), si determinano levariazioni delle variabili
di deformazione In riferimento a a , si ha, parametrizzando la super cie
media ed il vettore direttore secondo le (2.100) e (2.101), si ha:

a ()=() (), (2111)

Per cui, la variazione della precedente risulta, nominando l'operatoré )
in modo analogo alla (2.15):

d d
a = a a () ., = a () () =
d, , , d, , , , ,
= — . oo+ — = . R .
a ' Codt T =0 ' ‘ ' ’
(2.112)
Mentre, con passaggi analoghi, si veri ca:
= Lot t
2.113
()= %( : t. + " t. o+ t. +° ( )

Si procede ora al calcolo delle variazioni delle variazioni virtuali delle
variazioni delle variabili di deformazione introdotte nella (2.37). Si verica
che esse risultano:

a - + 1 1
= 'tk b+ t
1 (2.114)
= = t. + t. + t. +
()= 5l :
+ t. o+ t.o+ t.)
Si osserva che t- 6 0, infatti, dalla de nizione per la quale t- = t
per un opportuno  :
t. = d t = t =
dll ":0 dll :O

= t=t (t t)= t(t t)

avendo negli ultimi due passaggi sfruttato le proprieta del prodotto triplo e
del prodotto misto.
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Variazione della forma variazionale
Calcolate le variazioni delle misure di deformazione, € possibile calcolare la
variazione della forma variazionale (2.110).

DG i N 1= &)

Secondo su cienti ipotesi di regolarita, si porta la derivata all'interno del-
I'integrale:

d
E G( - ) L=
Z 1‘0
d
1d d d
_SZEJH . o Ta™ () d%*
+ }ﬁ. Ea + i + M E dSQ_
s 5% 2@ W =0 d” ) )
= 1'~n a + ~q + ~m () dSy+
sy 2
+ }ﬁ' a +9 +m () dS%=
so 2
=DwG( - ) 1+DeG( -, ) ]

(2.115)
avendo de nito la parte materiale e geometricadella variazione.

2.5 Legame costitutivo elastico lineare omoge-
neo e isotropo

Richiamando il legame costitutivo elastico, lineare, omogeneo e isotropo in-

trodotto dalle (2.21), (2.22), sostituendo la (1.23) pef, la (1.39) perl e ri-

cordando l'operazione di trasposizione per i tensori del quarto ordine de nita

dalla (1.37), si puo scrivere il tensorél secondo la base naturale covariante

dello shell nella con gurazione inziale:

— E ij ki E ik ~jl il ~jk

"= @i )¢ e )@ e G G G 6

(2.116)

avendo introdotto le componentiH'®' | le quali, si veri ca facilmente, sono
soggette alle seguenti simmetrie:

Hik = ikl = ik = ki (2.117)
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Dalle condizioniG 3 = G3 =0 e G33 = 1, si ottiene che la matrice[G],

di componenti[G]; = Gj risulta nulla nelle entrate 13, 23, 31 e 32, mentre
I'entrata 33 risulta pari a 1. Essendo la matricG ], di componenti[G J; =
G, pari a[G] ! per la (1.10), anche le entrate 13, 23, 31, 32 della matrice
[G ]sono nulle, mentre I'entrata 33 risulta pari a 1. Da queste considerazioni,
svolgendo i calcoli secondo la (2.116), si ottiene:

H ®=H® =H3%®=0 (2.118)

risultato che si estende considerando anche le simmetrie delle componenti
(2.117). Nello studio dei gusci sottili, per ottenere misure di tensione piu
realistiche, & di norma forzare I'anullamento della componen&#3 del secondo
tensore di Piola-Kirchho :

S33 — H33k|EkI — H33 E + H333 E3 + H33 3E 3+ H3333E33 =

= H 33 E + H 3333E33 =0

avendo considerato la (2.118) con le relative simmetrie. La precedente si
traduce nell'imporre, ai ni del calcolo del legame costitutivo:

H33
Ess = [TEEEES) (2.119)
Di conseguenza:
S =H E +H ®Ez3+H °Ez+H ®Egyk=
H 33H 33
= H —— E
H 3333 (2.120)
S* =H® E +H®%E; +H® E g+ H®¥E;=2H%°E;
s¥=0
Le componenti del tensorée risultano, ricordando la (2.39):
1
E =" + () Es = > Es3=0 (2.121)

Dallipotesi di guscio sottile si possono approssimare i prodot®’ , presen-
ti nella (2.116), cona} = aj a},. Sostituendo le precedenti alla (2.120) e
svolgendo i calcoli, si ottiene:

E 1
S =7 7 @&t S (@a Faa) " + ()
s - E 1 (2.122)
S E1 2 g %
s¥=0
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Sostituendo alla (2.94) le (2.122):

Eh 1 )
=g A0 (B a t )
_ ER? 1
m 120 9 a0a0+T(a0ao+a0ao) () (2.123)
_E 1
1 2 2

avendo fatto uso delle relazioni:
Zn Zn Zn 3
“d =h “d =0 Fag =

h
2

N|T
N[

ed avendo introdotto il termine , solitamente pari a5=6, nell'espressione di
& , dalla classica teoria dei gusci e delle piastre sottili.
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Capitolo 3

Formulazione agli elementi niti e
descrizione dell'algoritmo
risolutivo

In questo capitolo vengono descritti gli aspetti numerici piu signi cativi im-
plementati nella presente tesi. Inizialmente, viene presentato I'elemento nito
considerato, citando inoltre alcuni aspetti fondamentali relativi all'integrazio-

ne di Gauss. Successivamente, viene descritta la procedura di interpolazione
dei gradi di liberta relativi alla super cie media' e del vettore direttoret,
presentando inoltre la mappa esponenziale per considerare in modo e cace
le rotazioni nite. In ne, viene descritto I'algoritmo non lineare di soluzione
della forma variazionale (2.108) per il quale, a partire da una generica con-
gurazione &) calcolando la forma variazionale linearizzata (2.109) lungo
la direzione ) ed imponendola pari a zero, si ottiene:

G =g ®: ®Wy+pg ®: ®W)y ®l+ok ®Wk=0 (3.1

Mediante il procedimento descritto nel presente capitolo, la precendente puo
essere invertita per ottenere l'incremento ¥, trascurandoo(k ~ (Wk):

(k) = (D& (k); (k))[ (k)]) 1G( (k); (k)) (3.2)
per poi aggiornare la con gurazione all'iterazione successiva:
&+ = ypdate( ©; ) (3.3)

Ripetendo il processo, si itera no a convergenza.
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3.1 Elemento nito bilineare a quattro nodi

Seguendo la procedura descritta in [11], si de nisce il dominio nello spazio
delle coordinate( 1; 2):

=f(% 20 11 [ 110 (3.4
Inoltre, si de niscono le funzioni di formaN': | R,conl =1;::::4
1
N'(H A= S thae 2 (3.5)

le quali, in riferimento alla funzioneN', sono pari al quando ( !; ?) =
L. 2), e paria zeroquandd ; 2)=( }; 2)conJ 6 I.

Interpolazione della super cie media

In riferimento alla gura 3.1, seguendo la classica trattazione degli elementi
niti isoparametrici, ogni elemento nito approssima una porzione della su-
per cie media dello shell alla generica iterazionk (per la quale conk = 0

si intende la con gurazione iniziale) de nita da quattro vertici* () ....,, che
de niscono i quattro nodi a erenti all'elemento. Il numero totale di nodi
ed elementi presenti nella mesh ¢ indicato, rispettivamente, conyNe Ne.
Nella numerazione totale, i nodi a erenti all'elemento sono inidicati con,
J, K eL e corrispondono, rispettivamente, al nodd, 2, 3, e 4 nel sistema

di riferimento

2

I L
4, o3 | 2
T
>1 K
[ ® J 1
1 2
Figura 3.1
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Il vettore posizione ristretto all'elemento nito risulta, dunque, una fun-

zione' ®W: 1 R3:
7]

(k) X Lo 1. 2y (K)
' = N'( 5 9 (3.6)
1=1
e la corrispondente derivata lungo la generica variabile risulta:

A
vo(k) — I 1. 2y (k)
=" N'(% | (3.7)
1=1
Anche la variazione all'iterazionek e la variazione virtuale della super -
cie media, sempre ristrette al singolo elemento nito, vengono approssimate
seguendo lo stesso schema:

v(k) = N'(l' 2) -I(k)
=1 (3.8)

Ad ogni iterazione, dunque, il valore della super cie media nella con gu-
razione deformata di ogni nodo viene aggiornato semplicemente sommando
al valore della super cie media all'iterazione precedente la variazione corri-
spondente, la quale € ottenuta, in ogni nodo, dal procedimento inteso dalla
(3.3):

' I(|<+1) . I(k) + I(k) (3.9)

Interpolazione del vettore direttore ed aggiornamento nei nodi
Dalla condizione per la qualekt®k = 1, lo schema per l'interpolazione del
vettore direttore risulta piu complesso rispetto a quello per la super cie me-
dia. Inzialmente, sono noti i valori del vettore direttore nei nodi della mesh
t?, i quali corrispondono alla normale alla super cie media nella con gurazio-
ne iniziale della super cie della quale si svole svolgere I'analisi (nella presente
formulazione, sono esclusi gli studi di super ci non di erenziabili, come, ad
esempio, le super ci che presentano spigoli per i quali non e possibile de-
nire la normale; per una formulazione che tiene in considerazione questa
eventualita si puo fare riferimento a [16]).

Per ogni nodol della mesh & possibile, dunque, calcolare il tensore di
rotazione ? che ruota il vettore cartesiancEs in t?. Richiamando la mappa
esponenziale (2.5), si ha:

P=(Es )1+ (Bs tN)+

T+ Es O3 t)) (Es t) (3.10)
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L'interpolazione del vettore direttore nella con gurazione iniziale su ogni
elemento nito risulta:

P
o piaNCHAY
TN 20k ktok

F 3.11
" (3.11)
avendo de nito il vettore t°. La derivata di t° rispetto alla generica coor-
dinata , utilizzando la regola della catena per la quale si h% =
= (t° t2) =t t?, si veri ca facimente che & pari a:

0= 1

= o (@ )t (312)

Ad ogni iterazione, il vettore T,(k) € ottenuto nei nodi dal procedimen-

to inteso dalla (3.3). A questo punto, € possibile ottenere il vettore tl(k)

attraverso il tensore I(k) secondo la relazione (2.107). Dalla mappa esponen-

ziale, successivamente, si ottengono i valori d}lfk”) nei nodi all'iterazione
successiva:

sink t™k
1 = cosk (ke KUK (o 00 (313
t,"k
avendo introdotto, per ogni nodo della mesh, il tensore I(k):
sink t™k
¥ zcosk 11+ T Z i)
© Lk (3.14)
P 2SR LK 1) @ )
(k)
kK t;7k?
Ricordando la relazione (2.106), dunque, il tensore{*" , associato a ™,
risulta: ) o
+1
A (3.15)

Si osserva che la relazione (3.13) presenta una singolarita ;kertl(k)k = 0.

Tuttavia, dalla doppia implicazione per la qualek tl(k)k =0 ( t,(k) =

0, per k tl(k>k = 0 il vettore tl(k) non subisce alcuna rotazione e si ha,
: (k+1) _ (k)

semplicementet, =t,".
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Aggiornamento del vettore direttore nei punti Gauss

Come de nito in [12], mentre lo schema di aggiornamento del vettore diretto-
re nei nodi puo essere de nito canonico, diversi sono gli schemi di interpola-
zione e di aggiornamento del direttore all'interno dell'elemento nelle iterazioni
successive a quella iniziale. In particolare, ad ogni iterazione, viene calcola-
to t™ in corrispondenza di speci ci punti all'interno dell'elemento, de niti
punti Gauss descritti nel prossimo paragrafo, a partire dall'interpolazione
di tk,  ® o TK® Sempre in riferimento a [12], nella presente tesi &
stata sviluppata ed implementata lacontinuum consistent interpolation per

la quale, alla generica iteraziong, la quantita interpolata € la variazione del

vettore direttore: .

t =" N'(% 2 tW (3.16)
1=1
L'aggiormento del direttore nei punti Gauss € sempre svolto secondo la mappa
esponenziale:

: k
sink t®k
k t(k

La derivata rispetto alla generica coordinata del vettore direttore nel punto
Gauss, si veri ca che risulta, dalla precedente:

) = cosk t®kt® + (3.17)

h_: K
£k Zcosk 1Okt ® + M(l 0 100y
; ; k t(k)k
1 sink t®k ‘ (3.18)
ftme 0% R S 1 1

Come citato in [12], considerando l'interpolazione (3.16), si veri ca che,
allinterno dell'elemento, la condizionet® t® = 0 non & generalmente
soddisfatta; questo porta ad ottenere, generalmentiet **D k 6 1 etk*d &1 g
0. Tuttavia, sempre citando [12], si veri ca, dai confronti con altre formu-
lazioni, che questo non porta una perdita di accuratezza nella convergenza
della soluzione.

Seguendo linterpolazione (3.16), la variazione virtuale del vettore diret-
tore € interpolata in modo analogo:

X4
t = N'(L 2t (3.19)

=1

Integrazione di Gauss
Seguendo [6], si presentano gli aspetti piu signi cativi per la presenti tesi del-
I'integrazione di Gauss. Sid (x): [a;d! R. Al ne dicalcolare l'integrale di
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f (x) nell'intervallo [a; ), l'idea alla base dell'integrazione di Gauss é quella di
sostituire adf (x) un polinomio di grado2n+1 interpolante n+1 punti d'ap-
poggio appartenenti ada; lJ. Volendo costruire una struttura di integrazione
indipendente dall'intervallo [a; b, de nendo il cambio di variabili:

2 a+b

x(t):IO ax >

(3.20)

I punti di interpolazione del polinomio risultanox(ta), dovet, sono speci Ci
punti appartenentiad[ 1;1]. Seguendo la procedura descritta in [Citazione],
a seguito di opportuni passaggi, si ha:

Zb b aX

Anf (x(ta)) (3.21)
i=0

dove Ag”) sono determinati coe cienti in funzione del grado del polinomio
approssimante scelto ed, de nito errore, € pari a:

Z
o O () TP
= Gnv . F2(x) dx (3.22)

avendo indicato conx- un generico punto appartenente adl; bj, con I'apice
(2n+2) 'operazione di derivata(2n+2) -esima e corf (x) il polinomio di grado
n+1:

Y

F(x)= (X Xx) (3.23)
k=0
Si osserva che, in base alle (3.22) e (3.23), nel caso in cui la funzione

integrandaf (x) sia un polinomio di grado pari 0 minore di2n + 1, I'errore
" risulta pari a zero e l'integrale si riduce alla sola sommatoria nel secondo
membro della (3.21). Per un polinomio di interpolazione lineare, quindi per
pari a 0, si ha un singolo punti di appoggio, al quale sono associati i seguenti
valori di to e Ag:

to = 0 Ao =2
Invece, per un polinomio di interpolazione parabolico, dunque conpari a
1, si ha:
"3 "3
to= — Ao=1 t1= — A;=1
0 3 0 1 3 1

La (3.21) é facilmente estendibile anche ad integrali bidimensionali. Re-
stingendo il caso in cui si abbia un dominio di integrazione di forma quadran-
golare racchiuso da quattro vertici(X;;V; ), =14, ricordando le funzioni di

.....
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forma de nite dalla (3.5), operando la trasformazione:

NG NG
x(5h A= N(H A% y(h 3= N(YH Ay (3.24)

=1 =1

si puo operare la regola del cambio di variabili per gli integrali doppi ad una

generica funziond (x;y): ! R integrata su
Z Z,7,
f(x;y) dxdy = Fx(h 2sy( Y ?)jdetd(*; ?)jd *d 2 (3.25)
1 1

doveJ e la matrice Jacobiana associata alla trasformazione (3.24):

2@x @y'S

(Y 3= ﬁgx % (3.26)

@ @2
A questo punto, e possibile calcolare la (3.25) secondo due integrazioni di
Gauss monodimensionali, ad esempio, prima lungé e successivamente lun-
go 2. Dungue, considerando, senza perdita di generalita, lo stesso nume-
ro di punti Gauss Ngp lungo ! e 2, lintegrazione di Gauss della (3.25),
trascurando l'errore™, risulta:

Z 1 Z 1
fx( 5 2y(h ?)idetd(  ?)jd *d 2
1 1
Z L D(GP . .
o AT A 2iyCas Hidetd( x5 B d 2= (3.27)
A=0
Mep Mer
= AsAnf (X( A; 8):iY( A: 8))idetd( a; 8)]
B=0 A=0

dove , = ta, essendo il dominio di integrazione pari & 1;1].
Le varie combinazioni di coordinate( i; 3) possono essere identi cate

con degli specici punti ( z; 2) 2 . Cosi facendo, la precedente si puo
scrivere:
YA 1 YA 1
FOC Y 2y 2Didetd( % 2)id 'd 2
. (3.28)
waf (x( a5 A);Y( a5 R))idetd( x5 R)i
A=0
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per la quale, le quantita( %; %) e w, risultano, scegliendo un punto Gauss
in ! e un punto Gauss in ? (Ngp = 1):

(1 =(0;0) wy=4 (3.29)
mentre, scegliendo due punti Gauss in entrambe le direzioni N = 4):

z Pz P, P
3 3 3 3

(6 D= = = w=1 (2 D=0 55 =) w=1
3 3 p3 3
"3 "3 N

(35 +3i+—o w=1 (5 D=0 5i+3) w=1

3.1.1 Algoritmo di aggiornamento

Riassumendo, si riporta di seguito uno schema dell'algoritmo di aggiorna-
mento. Le quantita richiamate implicitamente conget si intendono calcolate
mediante i metodi precedentemente descritti.

(k). o+ (k). (k).

[ (- TI !

input for every Elementin every Gauss Point:t®;t®:

for every Nodedo
CkHD) () (K.

| | |
k) — (K (k).
) t| - | TI ’
if t&*D 60: then

sink t®k
Y =cosk tk+ Tt = 1,

k tPk
sink tkk
19 = cosk t"k1 + k—tkl'((t'f t)+
|
1 cok tkk NN N C IO
Kk t(k)k2 ! ! ) (I I ),
|
else )
sink t;"k
t**D = cosk tMk+ —(k') s
" k t,"k
=4
end if
I(k+1) - I(k) I(k).
end for
for every Elementdo
get (I =1;::1;4): tiD,

for every Gauss Pointdo
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get: t®;t®;
t(k+1) - NI t(k+1);
t-(k+1) = N! tk+D)-

if t&*D §0: then

ik 100
1) = exp( t®) = cosk tRkt® + % ®).
h.. k
sink tMk
(k+1) — W) 4 SINK UK GG
t cosk t'™kt:® + K 10K (1 t tH)+
i Kk i
S 19K g w0 .
+cosk t™k K 10K t t e,

else
{0H) = (6.
NUSIN )
end if
end for
end for
output for every  Node(l =1;:::;Ny): * (Dl (),

output for every Elementin every Gauss Point; t <+ ;¢ &+ .

3.2 Costruzione dell'algoritmo risolutivo

Alla generica iterazionek, per ogni elemento nito, dall'algoritmo di aggior-
namento all'iterazione precedente, sono noti:

A

il vettore posizione della super cie media nei quattro nodi a erenti

: G
allelemento: ' |2 ...,

.....

.....

il vettore direttore nei punti Gauss dell'elemento:t ;

la derivata del vettore direttore, rispetto alle due coordinate =!2, nei
punti Gauss dell'elemento:t";

Le stesse quantita sono inoltre note in riferimento alla con gurazione iniziale
v 0 tO 0 tO tO
1=1;:4 I:EL;:::;4’ I:1;:::;4’. T . . .
Al ne di svolgere un'integrazione di Gauss, per ogni punto Gauss, Si
calcolano’ ®),* {9+ 0+ 0 dalle quantitd nodali corrispondenti, per =

1;2, secondo le (3.6) e (3.7).
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In ogni punto Gauss, i vettoria} = * 9, a) = ' % ead = t° de niscono
la base naturale covariante rispetto al sistema di coordinaté; ?; sulla su-
per cie media (quindi per =0). Sipossono dunque calcolare le componenti
cartesiane dei vettori della base controvariante secondo la relazione (1.1):

al a2 g3 = 0 0 o T

0 0 0 1 ;2
Dunque, dopo avere svolto i prodlottia(lJ1 = a} a3, 6}52 = a3 a5 ea}?’ = .
al a3, si calcolano le componenti del legame costitutivo (2.123), le quali
sono salvate nelle matric{Hn], [Hp] € [Hs]:

Eh Eh3 Eh
[Hm] = 1 S[Ame]  [Hol = m[ﬁmb] [Hs] = m[ﬁs]
(3.31)
avendo indicato con:
2 alla(2)2+ 3
e ORl. b
agag’+ 22,22 22,12
RN RN
A= 8 @ )alay 0 1
1 aélagz+
11,12 22412 2
al'a} a4%a} ©% K
2 g
11 12
[Hs] = a(1)2 agz

Al ne di svolgere l'integrazione di Gauss secondo la trasformazione del-
le coordinate dalla super cie iniziale al dominioA, € necessario, inoltre,
calcolare il valore del determinante di super cig °:

=k 5 %k (3.32)

3.2.1 Costruzione della matrice di rigidezza

Sempre in corrispondenza di ogni punto Gauss, si procede calcolando le
misure di deformazione (2.38):

w(k) _ }(. () + 0 0 .oy
2 ; ; ) ;
(k) 1, (k) +(K) v ok) 40(k) 1. w (k) v O(k) 1oO(k)
- (; t, ; t, )+_(; t; ; t; )

()" 2 2
K) =+ (K t(k) ) '[(0)
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con le quali, si calcolano le componenti di sforzo e caci (2.123):

Eh 1
r M= aga (B d taga) Y
Eh3 1
m = 20 7 2% —5 (8 @ + 3 a) Z (3393
Eh 1
(k) = (k)

Richiamando le componenti delle matrici (3.31), queste risultano, in modo
esplicito:

82209 = [Hy ]t -'<") +[Hml2"$ "(" +[Hmlos (2"(k))

20 = [Hpp " +[Hm]32 22 +[Hm]33(2 )

Mt = [Hyly | (11) +[Hehz | (22) +[Hulo(2 (1)
M2l = [Hyly | (11) +[Heloo (22) * [Holos(2 ?1%))
GRS [Hb]31 (11) + Mol ) *+ [Helsa(@ (1)
1(k) = [Hslut 1 +[Hs]1 (k)

&™) = [Hs ]21 )+ [Hslz2 (k)
Dato che le variabili di deformazione nella con gurazione inziale sono in-

(3.34)

dipendenti dalla con gurazione ,siha " =31 a , (,= (),
e = . Di conseguenza, le variazioni delle misure di deformazione
risultano:
w0 2 100 _ 1-[ O C RO
2 2 ' ' ' '
1 C R (K : . (k
= SINFC T )N )
W — w0 L a0, 0 K
(HT (TR0 uTE Tt
1 k 1 k
P e )= (3.35)

1 v (k k v (K k k
= SINSC e 0 T

N e 0 0Tl
k) = K= k) k) g k) k) =
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Da queste, € possibile calcolare il valore della variazione delle componenti
generalizzate di tensione. Dalla linearita dell'operatorkl, costante, si ha:

Eh
N W= g A (T ) 3
Eh3 1
-m (k):m ap ag + (3 ay +aya) Ek)) (3.36)
(m:_fﬂzl__ (k)
1 2

Di nuovo, in modo esplicito:

~n1) = [Hinlua(3 a(lkl)) +[Hmli2(3 a(zkz)) +[Hml13(23 a(lkZ))
~n22) = [Hmnla1(3 a(lkl)) +[Hml2(3 a(zkz)) +[Hm]23(23 a(lkZ))
020 = [Hplau( &) +[Hmlsa(: 859) + [Hmlss(2} &%)
~m ' = [Hply( (11)) + [ Holaa( (22)) * [Hohs(2 Ell(;))
~m??0) = [Hyla( (11)) *+ [ Holaa( (22)) * [Hols(2 Ell(;))
~m*?0) = [Hylay( (11)) *+ [ Holaa( (22)) * [ Holss(2 Ell(;))
9 = [Helia( {9+ [Heha( 59)

~® = [Hla( {9+ [Hslol )

Le variazioni virtuali delle variabili di deformazioni risultano:

a® = r 0 00
k) + (k v (k
SNLCT R O B )
w):}(.m ﬂ@+-¢)tWh_-W)ﬂm+-W)tm»:
2 ) ; ) ; ) ) ) ;
IV (S I ( B C I (R (3 3.37
_E[N;( [ t; +o 30T )t ( )

v (k ' k k
+ N;J( I( ) t;(k) + ;(k) S) TS ))]
K= R g () k)=

v (k ' k k
— N;I( I() t(k))+ NJ( '(k) S) TS))
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Mentre, le variazioni virtuali delle variazioni delle variabili di deformazione
risultano:

a®W =+ @y
NN O )

K — 1— v (k) () 1 (k) (K) L v (K (k)
()_2(; t;+ ; t;"'; t;)+
1
L A R R R SO b

1
- N.I N.J + N.I N.J v (k) (k) T (k) +

1
+ E(N;I N;J + N;I N;J )( I I(k) .(Jk) T.(]k))+
1
+ é(N;I- ;(k) 1) 4 N;I' ;(k) t(k))( I(k) Tl(k) Sk) Tgk))
K=K t 4 k) (k) 4 (K) t® =
N;I ( ! I(k) t(k))+ N;I NJ(- |(k) |(k) Tgk))+
' k k k k k k
NPT TR 0 Ty

In riferimento al generico elemento nito, de nendo i vettori delle componenti
cartesiane delle variazioni e delle variazioni virtuali dei gradi di liberta alla
generica iterazionek:

h it
(k)1 = v (k) v (k) v (k) v (k) (k) (k) (k) (k)
[ E ]_ h1 2 3 4 Tl T2 T3 T4
T
(K)y = v (k v (k v (k v (k k k k k
[ E1= P e R TR TP TP T
(3.39)

dove ogni vettore considera le componenti cartesiane, in riferimento al gene-

rico nodol :
© h it © h i
' — v 1(k) v 2(K) v 3(k) — 1(k) 2(k)
. [ [ I T = T T|_

© h it © h it
! — 0 k) v o2(k) 4 3(k) — 1(k) 2(k)
[ | I I TI - T| T|

avendo considerato solamente le componenti diverse da zero delle variazio-
ni T T®. In questo modo, salvando le componenti cartesiane delle

variazioni del vettore direttore in modo analogo alle precedenti:
h it h it
tl(k) - tll(k) t|2(k) t|3(k) tl(k) - tll(k) tIZ(k) t|3(k)
(3.40)
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la (2.107) puo0 essere scritta:

W= O T®
tl - | TI

avendo intorodotto la matrice ,(k)
(k)

nenti cartesiane e caci del tensore

dente:
® )
k) _ 9 (i
| _g ;21
(k)
;31

(= 0 T (3.41)

, la quale considera solamente le compo-

in riferimento alla relazione prece-

3
(k)
I;12
(k)
I;22
(k)
l;32

(3.42)

Si de niscono le matrici (conO; ; si e indicata la matrice, di dimensioni |

con tutti zeri):

[2a{? ] 1#
C a1 , tale che:
08 1

1 500 -

K
5 411 = fz)]

K
EC Ml
avendo indicato con:
2 3
v (k)
N;:i 1
Nz
k 101
[%a(ll)]lz 1= 0
N;l 1
(k)
N;i 1
1,4(k)
n 5855 [12 1
EENE (3823 , tale che:
8 1

1 5K _r1 (k)]T[

(k)
5 Gy = |53 £

avendo indicato con:

"Ny

v (k

[3ad91 1 = NG 2
NS 7

Ng &
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1] #
(2321 1

8 1

HEZENE , tale che:

k) _ k k k) _ k k
2t &Y =&l ¥1 0 2tal =1 Yrreialy)

NI

avendo indicato con:
2 3
v (k) v (k)
Nl 2 + N;12 1
(k) v (k)
2 + N;22 1

k
[2ia{:, 1 =

1

21

1

v (k) v (k)
N;?:,L 2 + N% 1
N4

(k) 41 (k)
2 + N;2 1

k
4[ E]_;)L)]12 1

A~ (k) g - 5 .
[ apl= 0] , tale che:
(11) 8 1
Ky —p (KT (k) (k) _— (KT (K) 9T
(11) = (11)] [ E] (11) =[ g1l (11)]
avendo indicato con:
2 3
(k)
Nity
N2t ™
[0, ;= 4 (1k)
11
a N;31t;1
(k)
N4t 8
2 3
KTy (k)
N;]i 1 1
2 (KT (k)
[ (k)] _ N 1 2 1
@pld 17 N2 0T ()
1 3 1
(K)T. (k)
N;‘i 4 1
k
N (k) [ Ez%)]lz 1
[ ep]=4 . ° taleche:
[ (22)]8 1
(k) _r (kT (k) (k) _ (KT (k) 9T
(22) = (22)] [ E'] (22) ~ el [ (22)]

avendo indicato con:
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ZN}thzk’?’
N2t %
[ Elz(%)]ﬁ 1= EN;ti)
2432
Nt
zN; . 55)3
P T

1
2
5
(22)]8 1= (KT, (K
N% 3 2
4
2

(KT (k)
4 2

N;
2
[ E]_;)]IZ 15

. tale che:
[2 12)]8 1

T2 Ggyl=4
2 =R QI 1 2 =0 TRl
avendo indicato con:
N+ Ny
N+ N3
[2 (12)]12 1= N;31t;(§) N N;32t;(|l()
N+ Nl

3
(KT, (k) (KT, (k)
N5 7 1t NI 2

2
2
gwa W W Ng B
12)]8 1= KT, ‘(k) | KT, ‘(k)
N% 3 i + N;:i 3 2
(KT (k) (KT, (k)
N5 4 1t NI g 2
" ik)]lz 1#
SENE , tale che:
[ 99 1
K K K K K K
W= P W W= Prrer

avendo indicato con:
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3
Nt

2
N2t
[ gk)]lz 1= ’3 K
N3t
N4t®

3
(K)T+ (k)
Nl 1 1

(KT (k)
N2 2 1

—
=~
=
<
e
[oe]
=
1
POOOCOOY N

(K)T+ (k)
N3 3 1

(K)T+ (k)
N 4 4 1

[ ¥ 1
"1 ék)] = , tale che:

(k>]

2 181
k k k k k k
P=1 P ¥ $=p O r

avendo indicato con:
2N.12t(")3
N3t (0

[ ik)]lz 1= N3t
2
N4t ()
2\t (0T, ;(|2<)3
FOON S
SR

(K)T+ (k)
N 4 4 2

"~ [rM0], tale che:
~n1ik) = [ﬂll(k)]T[ (Ek)]

avendo indicato con:
k k k
[R0] = [HinJu[2al)] + [Hmliola%s ]+ [Hmla[22a85)]

"~ [?20], tale che:
~n22() = [ﬂ22(k)]T[ (Ek)]
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avendo indicato con:

[F20] = [Hpnla[3al0] + [Himlaa[3a59 ] + [Him2s[25a ]

[r*2()], tale che:

~nt20) = [_ﬁlZ(k)]T[ (Ek)]

avendo indicato con:
[7299] = [HmJaal327] + [Hmlz2l3257 ] + [Himlsa[23205 ]

avendo indicato con:

[mt0] = [Hplu[ {1+ [Holaol ()] + [Holial2 ()]

[m22()], tale che:

22(k)

-m? =[O ]

avendo indicato con:

M%) = [Heloal ]+ [Holzal )]+ [Helol2 ()]

[m120)], tale che:

12(k)

-m — [m12(k)]T[ fzk)]

avendo indicato con:

(1209 = [Holaal 31+ [Holsal {501+ [Helasl2 (]

[6+)], tale che:
1(|<) [ql(k)]T[ (Ek)]

avendo indicato con:

[60] = [Hslual 1+ [Hslial &1

[6#1)], tale che:
~P® =[O ¥

avendo indicato con:
[6F] = [Heloal {91+ [Hslol ]
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#

1 (k)
R 5 Airliz 12 012 8
L alf1= z aihe O , tale che:
Os 12 Os s
K _ K K K
Lal =1 O affu ¥

avendo indicato con:

2( Jir ()2 ()1 ( )143
l a(k)]lz 12 = g( Jzo ()22 (2 ( )24%
A (Jar (a2 (Jas ( )aa

(Jaz (Daz (Jaz ( )aa

() = N;IlN;Jll
n #
N () [3 a%lio 12 012 g
[5 axyl= , tale che:
08 12 08 8
k K K K
Lald = Prp a®n @

avendo indicato con:
?On O On O
— 12—§( o Oz Oz ()zé
()31 (a2 (a3 ()aa

(Jar (Jaz (Jaz ()aa

( )IJ = N;IZN;Jl
n #
21 al 0
" 23 al1= 2 A12h2 12 012 6 , tale che:
Os 12 Og s

k) _ k k
28 afy=[ G a9y W

avendo indicato con:

2( )iz ()12 ()13 ( )143
] - E( )21 ( )22 ( )23 ( )24
12 12 O (e O (e

(Jar (az (Jaz ( aa
( :(N;IlN:JZ+ N;IZN;J:L)]-

K
[2% a (12)

75



~ (K) 012 12 [ Eljf:)L)]lZ 8
[ wl= © S, tale che:
[ (11)]8 12 [ (11)]8 8
K _ K K K
WY B L BN B
avendo indicato con:
2
(Juz ()2 ()is
[ (k)] _[ (k) E( )21 ( )22 ( )23
12 8=
- - ¢ 12 () (a2 ()as
()az (Jaz ()as
() = NANG 9
2 3
()iz 022 022 079
(K) gOZ 2 ( )22 02 2 02 2
(11)]8 8 =
0,2 022 ()33 022
022 022 022 ()aa
(o= Ny § ) 9T W
2
R ) 012 12 [ Elz(;)]ﬂ %5 oo che:
[ @l= LW Y , tale che:
(22)18 12 (22)18 8
K K K K
Ezg) = |(5)]T[ Ezé)][ ( )]
avendo indicato con:
2
()uz (D2 (s
C .o ® E( Jor ()22 ()
12 8 —
& @2l 12> Oz Oz ()as
()az (Jaz (as
() = NLNS
2 3
()iz 022 022 07>
(k)] §02 2 ( )22 02 2 02 2%
8 8~
2 022 0,2 (Jas 0z
02 2 02 2 02 2 ( )44

()a =

vo(k) g (k KT (K
N;|2( 52) t|()) |() I()
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2
(k)
" Wy=4 012 12 [ apl2s
(12) k k
[ E;L;)]B 12 [ E1;)18 8

k) _ k k k
2 0=l ¥ Hr

S, tale che:

avendo indicato con:

2O Oz Os (e

Oa Oz Oz O

5 o T =§

2 ake o=l w@keT g0 0 O O
( )41 ( )42 ( )43 ( )44

( )IJ :(N;IlN;JZ+ N;IZN;‘?L) I(k)

2 3
()iz 022 022 02
(K) 02 2 ( )22 02 2 02 2
[2 (22)]8 8 =
022 022 ()sz 022
022 022 022 ()aa
O = INLC G t0)+ NG @ 1y 0T ®

k
012 12 [ o

k k
[ Y [ Mes

A I A L )

| ik)] = , tale che:

avendo indicato con:

O O O (e
OO e imguzg(hl(hz(hs(bé

Oa O Oz (s

( )41 ( )42 ( )43 ( )44
() = NiNT 9

2( Juu 02 2 02 2 0 23
[ 9], = goz 2 ()2 022 0O 2%
022 022 ()sz 022
022 022 022 ()as
(o= N'CH 9 07
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n #
(0] = 012 12 [ Vs

k k
[ Pl [ Ve

=1 O P ¥

, tale che:

o

avendo indicato con:
“On O On O
O g( Jor ()22 ()os (Das
()1 (a2 (a3 ()aa

()az (Jaz (Jaz (aa
( )iz = N4HNY o

3
()iz 022 022 022

2
(k) §02 2 ( )22 02 2 02 2%
ls 5=
022 022 ()3 022

02 2 02 2 02 2 ( )44
Ow= NI ) o7 @

Si procede calcolando le matrici di rigidezza materiale e geometrica. In
riferimento alla (2.115), la componente materiale risulta:
Z
DyGM =  ton ®aWis gk 4 _p ® 7y % d 2
A
Essendo le quantita approssimate con funzioni di forma de nite a tratti per
ogni elemento, l'integrale precedente viene calcolato:

Z
Dy G = 1 w00, q® W4 p 0 W jogig2-
A 2 ()
Xe Z
= 1- ~-n (k) a(k) + .-..q (k) + ~-m (k) Ek)) ]Od ld 2 _
E=1
e
k
— DM G|(E)
E=1

(3.43)
Sfruttando le matrici introdotte nel paragrafo precedente, quest'ultima puo
essere scritta (con un abuso di notazione sugli indici, come si fara d'ora
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in avanti, senza appesantire la notazione):
Z

DG = [ PIr@aim “Mr @+
OO Im O O
L PTEONa O ) % e
=1 97 fa¥m O+ O gim ©+
#[ O ©IT ol 1= OITKGED
avendo estratto dall'integrale le matrici| (Ek)] e[ (Ek)], contentenenti valori
sui nodi, indipendenti da , ed introdotto la matrice di rigidezza materiale

ristretta all'elemento K {\;, la quale, nella presente tesi, & calcolata mediante
un'integrazione di Gauss:

Z
K|E/|k;)E = [%a(k)][ﬁ (1T 4+ gk))][m W1+ ©Jq ®]7 jod Xd 2=
€
- [%a(k)][ﬂ (k)]T+[ Ek))][m (k)]T+[ (k)][q (k)]T J-OW
GP=1

La componente geometrica della (2.115) ristretta al generico elemento,

risulta:
z 1
De (k) — éﬁ k) & +q ® ® 4+ g ® Ek)) jod d 2

Con un procedimento analogo, introducendo le matrici precedentemente de -
nite, si ottiene lamatrice di rigidezza geometrica ristretta all'elementd< ((Sk)E
tale cheDGGék) =] (E")]TK((B";)E (Ek)] la quale, considerando sempre un'in-

tegrazione di Gauss, risulta:

z
K& = 9 3 a%em® [ Oneg [ 9] 2=
P E
= /(K L a1+ m® Ek))] +¢0 [ ] oW
GP=1

La somma dei due contributi, (3.2.1) e (3.2.1), restituisce lanatrice di
rigidezza ristretta all'elementoK ék):

(K) — e (K) (k)
KE - KM;E+ KG;E
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la quale € una matrice20 20 e, in particolare, in riferimento al generico
elemento di nodil, J, K, eL, presenta la seguente forma:

#
E(K) E(k)
K K = K1 Kig
E

E(k) E(k)
K8 12 KB 8
e ogni sottomatrice risulta:

2 3
() O (e O
(Do (s Ok O é
(ki Oxa Ok (e
(w Ouw O O

dove ogni( ) € una matrice3 3,3 2,2 3e2 2, in riferimento,
rispettivamente, aK o,, K=& KE®) e K §%).

Assemblaggio della matrice di rigidezza globale

De nendo le matrici delle componenti cartesiane delle variazioni e delle va-
riazioni virtuali dei gradi di liberta alla generica iterazionek:

"W (k) (K W' T
k — 1 1
[ W)= ) i Ng  Ti T (3.4
i .
[ )= +® OREE(S T T
1 Ny 1 Nn

si veri ca che l'integrale generale (2.115) puo scriversi:
[ I'Kk®Or O] (3.45)

avendo introdotto la matrice di rigidezza globalek ), di dimensioni 5Ny
5Ny, della seguente forma:

(k) (k)

K (K) = Kang s Kany 2ng
K () K ()

2Ny 3Ny 2NN 2Ny

Analogamente alla matrice di rigidezza locale, ogni sottomatrice risulta:

2 3
() ( )ing

( ).NNl ( )NNNN

dove ogni( ) € una matrice3 3,3 2,2 3e2 2, in riferimento,

. . (k) (k) (k) (k)
rispettivamente, aK3NN 3Ny’ K3NN Ny K2NN 3Ny eK2NN 2Ny -
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Il generico contributo ( ),; della matrice di rigidezza globale, dunque, &
dato dalla somma dei contributi( ),; delle matrici di rigidezza locali, secondo
il classico schema di assemblaggio.

La variazione diGX) puo cosi essere scritta:

DG ®; (W= Tkt ®)] (3.46)

3.2.1.1 Algoritmo di costruzione

Si riporta di seguito uno schema dell'algoritmo per la costruzione della ma-
trice di rigidezza. Conset si e indicata l'inizializzazione di una variabile.

Si pone attenzione al fatto che le sommatorie sugli indici sono intese
considerando le componenti simmetriche come nei metodi descritti preceden-
temente. Si fa inoltre attenzione alla schematizzazione della procedura di
assemblaggio per la quale la corrispondenza fra il generico nodo nel sistema

di riferimento localei = 1;:::;4 e il corrispondente nel sistema di riferimento
globalel =1;:::;Ny viene |nd|cata coni! 1.
input : h;E; ; ;

set: K(k) Osny 5NN,K() Osny 5Ny
for every Elementdo
get (I —l ..... 4) 1 (k) t(k) I;' ?,t?,
K k)
set: K¢ = 020 20,KéE 020 20;
for every GaussPointdo

get. ( 1. 2) W;
get: t<k) 1" t%t0
get(I: ..... 4)( _12) NI NI.

v (k) — -(k) v(k) - v (K).
SRS
=N s ;:N; g

1 A2 o3 — + 0 +0 o T.
a0 aO aO - 1 ;2t )
a = ag ag,
0 — 1 0 v 0L,-
J - 1 k

..(k):}(. (9 + 0 o oy
2,
wo_ 1w 0 .
R RCIERUR
(k):-_(k) tk) + 0 o0

Eh ' 1
rn W=—s aga + (a0a0+a0a0)"(")

1
S0y

m 0=
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1 2

get: [ZaL 1 (11 Vv ©Lim 9%fq O]

get: [ a®nr k0 V)

Kie = Kie + 3% O+ gk))][rﬁ (T +
+[ ©ia @17 j°w

KO =K+ a0 L a®em® [ 0

g K =

+ .q(k) [ (k)] JOW,

end for

(i=1;::5;4),( =21;:::;4);

ar ;o J);
Kli/lk;)3NN 3NN T KIS/Ik;)?;NN gy T Kr\i(li)z 12;i
KIS/Ik;)3NN 2NNIlD — KIS/Ik;):BNN oNpid T Kl\i(kl)z 8iij 7
Kls/lk;)ZNN 3NN T KIS/Ik;)ZNN angd T KEE? 12ij
Kli/lk;)ZNN 2Ny:ld — KIS/Ik;)ZNN aNyid T Kr\i%) 8ij
K((3k;)3NN 3NN Kc(sk;)sNN angd T KE(B 12
K((sk;)aNN Nyild — Kc(sk;)aNN oNpitd T Kg(ll(% 8iij 7
Kék;)ZNN 3NN Kék;?zNN Nl T KCE;%() 12;j »
Kc(ak;)zNN ONyild = K((;k;)zNN oNpid T Kg;(g) 8ij 1

end for
K () = Kﬁﬂk)+ ng>-

output : K®;

3.2.2 Costruzione del vettore residuo

Alla generica iterazionek, la funzione G risulta:

C-:‘(k)Z: G W, W= Li(rlft) Lext =

1
= (k) () (k) 104 14 2
= R a +49g + m jod d “+

A 2 7 ) (3.47)

(n " +m t)doe+ (n ' +m 1)j%dd?
0 A

Vettore delle forze interne
Richiamando le matrici introdotte precedentemente, la variazione virtuale

82



del Iavorozinterno puo scriversi, per il singolo elemento nito:

LE

k k k k
i r O a1+ m O g 91

+q @ e'[ ] % 'd 2=
Z
=[ o r Oa®em ©O[ 0 14+q 0O 0] j°d 1d 2=
=[ el
(3.48)

avendo portato[ g]" fuori dallintegrale, essendo indipendente da?; 2,
ed introdotto il vettore delle forze interne ristretto all'elementalla k-esima

iterazione[Fiiﬁg], il quale puo essere calcolato con un'integrazione di Gauss:
E(k k k -
Fal= m Ga¥lem [(9)]+a[®] j%dd?
P ® © (349)
= n Wa¥lem O[O ]+q 00 9] jow
GP=1
e presenta la f%rma: _
[
E(K)y — - (k k k k k k k k
FEO]= n® n® p® p® m@ m® @ mo (350

in riferimento ai nodi |, J, K, eL aerenti all'elemento nito considerato.
Analogamente a quanto descritto per il passaggio dalla matrice di rigi-

dezza locale a quella globale, per il vettore delle forze interne si introduce |l
(k)

vettore delle forze interne globalgF; /], per il quale, la variazione virtuale
del lavoro interno nella (g,.47) risulta Liy =[ 17 [Fi'fék)]:_
[
Ky — (K k k k
[F= nik) n(Nh)I m{ m(N,i (3.51)

In riferimento a [Fi(r'ft)] e[FEﬁk)], ogni vettorenl(k) e di dimensioni3 1, mentre
ogni vettore m,(k) e di dimensioni2 1. Ogni componenten,(k) del vettore
globale é dato dalla somma delle componerntf") delle componenti locali del

vettore delle forze interne.

Vettore delle forze esterne
Introducendo le interpolazioni (3.7) e (3.19), la variazione virtuale del lavoro
esterno puo scriversi: 2

Lext = (Nln '|+N|l’ﬁ t))d ot
z
+ (Nln '|+N|m t|)jod ldz
A
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Le variabili ' | e t, possono essere estratte dall'integrale, dunque:
Z

Z
Le« =  (N'n)j%ds+ (N'n)j°did?2 '+
Z Az
+  (N'm)j%ds+ (N'm)j°dd? t
A

'+ m| T

= n, II"'ml t|:nI ext

ext ext ext

(3.52)

avendo introdotto, in riferimento al nodol, lo sforzo nodale esterna.,,, il
momento nodale esternanl,, ed il momento nodale esterno in riferimento
a Tml,= [ml,, ricordando la (2.107). Si fa presente che gli integrali

ext ext?

(3.52) devono essere suddivisi opportunamente fra gli elementi a erenti al

nodo |, data la struttura a tratti delle funzioni di forma N'.

Si nota che, nel caso di uno sforzo concentratg,, in corripondenza del

generico nodd , il quale é ipotizzabile come una concentrazione localizzata

di tensioni, alla componentel -esima del vettore[F¢y] viene semplicemen-

te aggiunto il valore nl,, (la procedura & analoga nel caso di una coppia

concentrataml,,).

3.2.2.1 Algoritmo di costruzione

Si riporta di seguito uno schema dell'algoritmo per la costruzione del vettore

delle forze interne.
input : h;E; ; ;
k
set: [FiY]1= Osny 1
for every Elementdo o
get (I=1;::34) " 5t o it

for every GaussPointdo

get: (% 2w,
get: t09;tf it0t0
get (I =1;:::;4);( =1;2): N';N!;

vk = N R () =gt ()
(0= N1* (9,0 00 = NI (9

'OZN"P;';O:N;";O;

ay a3 a3 = '9 "9 t°
a =a, a;
=k 5k
20 = Lot w0 oy,
2 ' ; ; 2
© _ }(. (0 (0 o t9)+1'(' 9 (0 o oy,
() 2% ; ; ; 2% ' ; N
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k) — v (k) tk) + 0 o0

Eh ' 1 )
m 0= At Ty ta )
Eh? 1
m W= gy et @ taa) ()
Eh 1
(k) = (k).
T 2 %

get: [3&“10 (7)1
get: [; a“Ll (U0 Y
[FR1=TFET+ o O T+ m G 01+ O O jow,

int int

end for
(i=1;:::;4),
(it
[Fiel = [FRd + [Fit O3
end for

output : [F(k)];

int

3.2.3 Soluzione del sistema
La (3.52) puo essere scritta:

Lext = [ ]T[Fext] (3.53)

avendo introdotto il vettore delle forze esternedi dimensioni5Ny 1, con-
tenente i carichi esterni in corrispondenza dei gradi di liberta:

— N Ny T
[Fext] - néxt nex’\{ méxt mex’\{ (3-54)
La forma variazionale (3.47) alle&k-esima iterazione risulta, dunque:

GY=[ T(FY1 Fed=[ TRY] (3.55)

int

avendo introdotto il vettore residuoalla k-esima iterazione. La precedente
deve essere valida per ogni variazione ) (corrispondente a[ (¥]):

G =[FX] [Feu]=[R®]=[0] (3.56)

int

Costruita la matrice di rigidezza ed il vettore residuo, ad ogni iterazione la
forma variazionale linearizzata imposta pari a zero (3.1) risulta:

[ ORI+ WO ©]=(0] (3.57)
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Di nuovo, dovendo essere valida per ogni variazione virtuale, la precedente
diventa:
[RO]+ KW O]1=10] (3.58)

L'incremento dei gradi di liberta & dato dunque dalla soluzione del sistema:
[ W= K® RO (3.59)

La precedente esplicita la (3.2).

Ricavando le variazioni dei gradi di liberta dei nodi corrispondenti relativi
alla super cie media ' ! e al vettore direttore T dal vettore [ ]

e possibile aggiornare le con gurazioni assunte dai gradi di liberta secondo
guanto descritto dalla sezione 3.1. Iterando no alla convergenza si ha la
soluzione.

Si fa presente che, seguendo la letteratura, per evitare fenomeniatiking
della soluzione, si sono considerati quattro punti Gauss per l'integrazione del-
le variabili membranali e essionali, per l'integrazione delle variabili taglianti,
invece, e stato considerato un unico punto Gauss.

3.2.3.1 Algoritmo risolutivo

Riassumendo, dunque, si riporta uno schema dell'algoritmo risolutivo. In
riferimento aK ® e [F¥)], conget si & indicato la procedura di calcolo della
matrice di rigidezza e del vettore delle forze interne, rispettivamente. Con
la stringa update, invece, si € indicata la procedura descritta dalla (3.3). Al
ne di facilitare la convergenza, il problema viene risolto per step di carico
uniformi, aumentando passo passo il vettore delle forze esterfie,]. |

numero degli step di carico considerati e indicato con LoadSteps.

input : [Fex]; Toll; Maxliter; LoadSteps;

— [Fext]
[ Fexl= LoadSteps
for every LoadStepdo
[ Fex] = Step [ Fexl;
set: k=0;Err=+1;
while Err > Toll and k < Maxlter do
k=k+1;
get: K ®; [FM;
[RO]=[Fi)l  [Fexl;
Err = k[R®WIk;
[ W)= KW R®];
[ (D)= update(f ©L[ ©];
end while
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end for

L'algoritmo presentato de nisce un'analisi incontrollo di forza (load control).
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Capitolo 4
Il codice MATLAB

In questo capitolo vengono descritte le variabili principali e le diverse classi e
function caratterizzanti il codice, scritto in MATLAB, il quale é interamente
riportato.

4.1 Descrizione del codice

Per facilitare il richiamo ordinato delle variabili all'interno del codice, so-
no state create diverse classi, contenute nella clagsbal, costituite dalle
seguenti variabili:

~ Mesh

TotSpaceDimension 3, le dimensioni dello spazio sico;
TotNodes numero totale dei nodi presenti nella mesh;
TotElements: numero totale degli elementi presenti nella mesh;
TotDof: numero totale dei gradi di liberta presenti nella mesh;
TotDofNode 5, numero totale dei gradi di liberta per ogni nodo;
TotNodesElement 4, numero totale dei nodi per ogni elemento;

TotDofSurfaceElement: 12 numero totale dei gradi di liberta
relativi alla super cie media presenti in ogni elemento;

TotDofDirectorElement : 8, numero totale dei gradi di liberta
relativi al vettore direttore presenti in ogni elemento;

TotDofElement: 20, numero totale dei gradi di liberta presenti in
ogni elemento;

TotDofSurface : numero totale dei gradi di liberta relativi alla
super cie media presenti nella mesh;
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TotDofDirector : numero totale dei gradi di liberta relativi al
vettore direttore presenti nella mesh;

Connectivity : matrice di dimensioniTotNodes 4, dove I1 -esima
riga contiene la numerazione dei nodi aerenti all'elementd -
esimo);

~ Element:

TotGaussPointsMembraneAndBendingd, il numero di punti Gauss
per ogni elemento relativi alla variabili membranali e essionali;

TotGaussPointsShear: 1, il numero di punti Gauss per ogni
elemento relativi alla variabili taglianti;

" Geometry

Height : lo spessore dello shel;
ShearFactor: 5=6, il fattore di correzione per il taglio ;

~ Elastic :

ElasticModule : modulo di Young E del materiale;
PoissonCoefficient : coe ciente di Poisson del materiale;

" Configuration

XONodes matrice di dimensioni TotNodes 3, dove Il -esima ri-
ga contiene le componenti cartesiane nella con gurazione inizia-
le, rispettivamente nella prima, seconda e terza colonna, relative
al vettore posizione della super cie media ¢ = ' 9E; del nodo
numerol ; 2 3

xONodes= J [ %’]T g

1 1 1 T
[ o= e

tONodes. matrice di dimensioni TotNodes 3, dove |1 -esima ri-
ga contiene le componenti cartesiane nella con gurazione iniziale,
rispettivamente nella prima, seconda e terza colonna, relative al
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vettore direttore t; = t”E; del nodo numerol ;
2 3

tONodeszg [tO g
(1= @

t0GaussPointsMembraneAndBendingmatrice che salva le com-
ponenti cartesiane nella con gurazione iniziale del vettore diretto-
ret® = t9E; su ogni punto Gauss relativo alle variabili membranali
e essionali di ogni elemento. L'ordine delle righe, a gruppi di tre,
de nisce l'ordine degli elementi (pedice E), l'ordine delle colon-
ne de nisce l'ordine dei punti Gauss relativi all'elemento (pedice
GP);
tOGaléssPointsMembraneAndBendigg

= g[tO]E:I,GP:1 [t%le=1,6p=4 %

[t9]= to! 2 103 T

t0OGaussPointsShear: matrice che salva le componenti cartesiane
nella con gurazione iniziale del vettore direttoret® = t%E; su ogni
punto Gauss relativo alle variabili taglianti di ogni elemento. L'or-
dine di righe e colonne €& analogo a quello de nito per la matrice
t0GaussPointsMembraneAndBendingin questo caso, € presente
un unico punto Gauss per ogni elemento);

2 _ 3

tOGaussShear:Q [t%le=1.Gp=1 g
[t0] = tOL {02 103 T

t0_1GaussPointsMembraneAndBendingmatrice che salva le com-
ponenti cartesiane nella con gurazione iniziale della derivata lungo
! del vettore direttore t4 = t%E; su ogni punto Gauss relativo
alle variabili membranali e essionali di ogni elemento. L'ordi-
ne di righe e colonne é analogo a quello de nito per la matrice
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t0GaussPointsMembraneAndBending
tO_lGZaussPointsMembraneAndBenging

= g[t;()l]E:I,GP:l [t?l]E=I,GP=4g

i
10]= 10 (% (%

t0_2GaussPointsMembraneAndBendingmatrice che salva le com-
ponenti cartesiane nella con gurazione iniziale della derivata lungo
2 del vettore direttore t% = t%E; su ogni punto Gauss relativo

alle variabili membranali e essionali di ogni elemento. L'ordi-

ne di righe e colonne é analogo a quello de nito per la matrice
t0GaussPointsMembraneAndBending

tO_ZGZaussPointsMembraneAndBenging
= g[t;Oz]E=I,GP=l S [t?z]E=I,GP=4g

i
(o1= 1% (¢

RONodes matrice che salva le componenti cartesiane nella con -

gurazione iniziale del tensore | = ?” Ei E; su ogni nodo della
mesh. L'ordine delle righe, a gruppi di tre, de nisce I'ordine dei
nodi; 2 3

RONodes J [.|°] £

2 0;11 0;12 0;133
[ 0] -4 I0;21 I0;22 E);235
0] =
I0;31 I0;32 I0;33
| | |
xNodes matrice analoga axONodes ma in riferimento alla con -

gurazione deformata;
2 _ 3

xNodes= § [ ;]T £



tNodes: matrice analoga atONodes, ma in riferimento alla con -
gurazione deformata;
2 3

tNodes:Q [t|.]T %

;
ti]= t t t

tGaussPointsMembraneAndBendingmatrice analoga a
t0GaussPointsMembraneAndBendingna in riferimento alla con-
gurazione deformata;

tGau%sPointsMembraneAndBendéngt
= g[t]E:I,Gle - [t]E:I,GP:4g

[t]= t t2 37

tGaussPointsShear: matrice analoga atOGaussPointsShear,
ma in riferimento alla con gurazione deformata,

2 3

tGaussShear:Q [t]e=i.cp=1 g

[t]= t* 2 7

t 1GaussPointsMembraneAndBendingmatrice analoga a
t0_1GaussPointsMembraneAndBendingna in riferimento alla con-
gurazione deformata;

t_lG%ussPointsMembraneAndBendéng
= g[t;l]E=l,GP=1 10 [tale=iep=a g

T
[ta] = t;ll t;21 t;31

t 2GaussPointsMembraneAndBendingmatrice analoga a
t0_2GaussPointsMembraneAndBendingna in riferimento alla con-
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gurazione deformata;

t_ZGaztussPointsMembraneAndBendéng
= 2[t21E=LGP=1 o [telesier=4 g

.
[tol= th 5 t3

RNodes matrice analoga aRONodesma in riferimento alla con -
gurazione deformata;

2 _ 3
RNodesg [.|] .zv

3

Ill I12 I13

[ 1]= 4 21 22 235
= [ |
31 32 33
[ [ [

External :

FreeDof: matrice colonna contenente la numerazione dei gradi
di liberta della mesh non vincolati. La numerazione globale dei
gradi di liberta considera, secondo la numerazione globale dei nodi,
prima tutti quelli relativi alla super cie media, per poi considerare
tutti quelli relativi al vettore direttore;

ExternalForces : matrice colonna contenente le componenti car-
tesiane delle forze estenel,, = nl ,E;, m.,, = ml E;, applicate
ai gradi di liberta;

ExternalForces = [nl,]” [T [mi T [miyyT T

ext ext
| — 11 12 13 | — 11 12
[n ext] - next next next [m ext] - rnext mext

ExternalForce : valore massimo della forza esterna considerato.

~ Solver:

Tollerance : tolleranza per la soluzione del sistema non linerare;

Maxlterations : numero massimo di iterazioni concesse alla solu-
zione iterativa dei sistemi non lineari;
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N

LoadSteps. numero di step di carico.
Plot :

Movie: struttura che salva i frame di ogni deformata per visualiz-
zarne l'animazione;

SavexNodesx matrice che, in ogni riga, salva il vettore della po-
sizione lungox di ogni nodo per ogni step di carico al ne del
plottaggio dei gra ci nali;

SavexNodesy matrice che, in ogni riga, salva il vettore della po-
sizione lungoy di ogni nodo per ogni step di carico al ne del
plottaggio dei gra ci nali;

SavexNodesz matrice che, in ogni riga, salva il vettore della po-
sizione lungoz di ogni nodo per ogni step di carico al ne del
plottaggio dei gra ci nali;

NodePlot: grado di liberta scelto per il plottaggio nale del dia-
gramma forza-spostamento;

DisplacementPlot : spostamento del grado di libertaNodePlot
per ogni step di carico;

ForcePlot : valore della forza esterna considerata per ogni step di
carico;

Per ogni applicazione, presentate nel capitolo successivo, € stato implemen-
tato un script che risolve il problema proposto. Le function implementate
nello script sono le seguenti:

N

Generate: inizializza i dati presenti nelle varie classi a partire dai dati
inseriti nell' InputFile ;

NonLinearSolver : risolve il sistema non lineare secondo lo schema
iterativo di Newton-Raphson;

GaussPoint: restituisce le coordinate dei punti Gauss nel sistema di
riferimento locale;

ShapeFunction: resituisce il valore delle funzioni di formaN in fun-
zione delle coordinate 1; 2;

DerShapeFunction: resituisce il valore della derivata delle funzioni di
forma rispetto alle coordinate *; 2 in funzione delle coordinate !; ?;
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StiffnessMatrix : calcola la matrice di rigidezzaKg relativa ad un
singolo elemento;

InternalForces : calcola il vettore delle forze interndFE, ] relativo ad
un singolo elemento;

AssembleStiffnessMatrix : posiziona le componenti della matrice di
rigidezza relativa ad un elemento nelle componenti della matrice di
rigidezza globaleK ;

AssemblelnternalForces : posiziona le componenti del vettore delle
forze interne relativa ad un elemento nelle componenti del vettore delle
forze interne globalgFi.];

UpdateSurface: ad ogni iterazione, esegue l'aggiornamento della va-
riabile ' | in ogni nodo della mesh;

UpdateDirector : ad ogni iterazione, esegue l'aggiornamento delle va-
riabili t;, , in ogni nodo della mesh, e delle variabiti, t 1, t., in ogni
punto Gauss per ogni elemento;

ExpMapesegue la mappa esponenziale relativa alla rotazione del vettore
direttore t;

DerExpMap esegue la mappa esponenziale relativa alle derivate del
vettore direttore t. - .o;

ElasticCovariantTensor : calcola le componenti del tensore costitu-
tivo covariante H;

PlotConfigurations : plotta la mesh deformata ad ogni step di carico.

4.2 |l codice di calcolo

42.1 Class
Global

classdef Global < handle
properties

Geometry;
Element;
Elastic;
Mesh;
Configuration;
External;
Solver;
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Plot;
end
methods
function obj = Global()
end
end
end

Mesh

classdef Mesh < handle

properties
TotSpaceDimensions;
TotNodes;
TotElements;
TotDof;
TotDofSurfaceNode;
TotDofDirectorNode;
TotDofNode;
TotNodesElement;
TotDofSurfaceElement;
TotDofDirectorElement;
TotDofElement;
TotDofSurface;
TotDofDirector;
Connectivity;

end

methods
function obj = Mesh()
end

end

end

Element

classdef Element < handle
properties
TotGaussPointsMembraneAndBending;
TotGaussPointsShear;
end
methods
function obj = Element()
end
end
end

Geometry

classdef Geometry < handle
properties
Height;
ShearFactor;
end
methods
function obj = Geometry()
end
end
end
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Elastic

classdef Elastic < handle
properties
ElasticModule;
PoissonCoefficient;
end
methods
function obj = Elastic()
end
end
end

Con guration

classdef Configuration < handle

properties
xONodes;
tONodes;
t0GaussPointsMembraneAndBending;
t0GaussPointsShear;
t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
RONodes;
xNodes;
tNodes;
tGaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear;
t_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending;
RNodes;

end

methods
function obj = Configuration()
end

end

end

External

classdef External < handle
properties
FreeDof;
ExternalForces;
ExternalForce;
end
methods
function obj = External()
end
end
end

Solver

classdef Solver < handle
properties
Tollerance;
Maxlterations;
LoadSteps;
end
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methods
function obj = Solver()

end
end
end
Plot
classdef Plot < handle
properties
Movie;
SavexNodesx;
SavexNodesy;
SavexNodesz;
NodePlot;
DisplacementPlot;
ForcePlot;
end
methods
function obj = Plot()
end
end
end

4.2.2 Function
Generate

function [GenerateGlobal] = Generate(InputFile)

% %
eval(InputFile);

% %
GenerateGlobal = Global();

% %
GenerateGlobal.Mesh = Mesh();
GenerateGlobal.Mesh.TotSpaceDimensions = TotSpaceDimensions;
GenerateGlobal.Mesh.TotNodes = TotNodes;
GenerateGlobal.Mesh.TotElements = TotElements;
GenerateGlobal.Mesh.TotDof = TotDof;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofSurfaceNode = TotDofSurfaceNode;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofDirectorNode = TotDofDirectorNode;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofNode = TotDofNode;
GenerateGlobal.Mesh.TotNodesElement = TotNodesElement;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofSurfaceElement = TotDofSurfaceElement;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofDirectorElement = TotDofDirectorElement;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofElement = TotDofElement;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofSurface = TotDofSurface;
GenerateGlobal.Mesh.TotDofDirector = TotDofDirector;
GenerateGlobal.Mesh.Connectivity = Connectivity;

% %
GenerateGlobal.Element = Element();
GenerateGlobal.Element.TotGaussPointsMembraneAndBending = TotGaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Element. TotGaussPointsShear = TotGaussPointsShear;
% %
GenerateGlobal.Elastic = Elastic();
GenerateGlobal.Elastic.ElasticModule = ElasticModule;
GenerateGlobal.Elastic.PoissonCoefficient = PoissonCoefficient;

% %
GenerateGlobal.Geometry = Geometry();
GenerateGlobal.Geometry.Height = Height;
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GenerateGlobal.Geometry.ShearFactor = ShearFactor;
% %
GenerateGlobal.Configuration = Configuration();
GenerateGlobal.Configuration.xONodes = xONodes;
GenerateGlobal.Configuration.tONodes = tONodes;
GenerateGlobal.Configuration.t0GaussPointsMembraneAndBending = ...
t0GaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.tOGaussPointsShear = t0GaussPointsShear;
GenerateGlobal.Configuration.t0_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.tO_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.RONodes = RONodes;
GenerateGlobal.Configuration.xNodes = xNodes;
GenerateGlobal.Configuration.tNodes = tNodes;
GenerateGlobal.Configuration.tGaussPointsMembraneAndBending = ...
tGaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.tGaussPointsShear = tGaussPointsShear;
GenerateGlobal.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
t_1GaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
t_2GaussPointsMembraneAndBending;
GenerateGlobal.Configuration.RNodes = RNodes;
% %
GenerateGlobal.External = External();
GenerateGlobal.External.FreeDof = FreeDof;
GenerateGlobal.External.ExternalForces = ExternalForces;
GenerateGlobal.External.ExternalForce = ExternalForce;
% %
GenerateGlobal.Solver = Solver();
GenerateGlobal.Solver.Tollerance = Tollerance;
GenerateGlobal.Solver.Maxlterations = MaxlIterations;
GenerateGlobal.Solver.LoadSteps = LoadSteps;
% %
GenerateGlobal.Plot = Plot();
GenerateGlobal.Plot.Movie = Movie;
GenerateGlobal.Plot.SavexNodesx = SavexNodesx;
GenerateGlobal.Plot.SavexNodesy = SavexNodesy;
GenerateGlobal.Plot.SavexNodesz = SavexNodesz;
GenerateGlobal.Plot.NodePlot = NodePlot;
GenerateGlobal.Plot.DisplacementPlot = DisplacementPlot;
GenerateGlobal.Plot.ForcePlot = ForcePlot;
% %
end

NonLinearSolver

function NonLinearSolver(Global)

% %
fExtTotal = Global.External.ExternalForces;

DfExt = fExtTotal/Global.Solver.LoadSteps;

FreeDof = Global.External.FreeDof;

Du = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);

% %
for Step = 1:Global.Solver.LoadSteps

Iteration = O;

fExt = DfExt*Step;

% %

Iteration = lteration+1;
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
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for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);
fintElement = InternalForces(Global,ElementNumber);
K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);
fint = AssemblelnternalForces(fint,fiIntElement,Global,ElementNumber);
end
Res = fInt-fExt; Err = norm(Res(FreeDof),2);
Du(FreeDof,1) = -K(FreeDof,FreeDof)\Res(FreeDof);
DxNodes = Du(1:Global.Mesh.TotDofSurface);
DTNodes = Du(Global.Mesh.TotDofSurface+1:Global.Mesh.TotDof,1);
UpdateSurface(Global,DxNodes); UpdateDirector(Global,DTNodes);

while Err > Global.Solver.Tollerance && Iteration < Global.Solver.MaxlIterations

Iteration = Iteration+1;
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);
fIntElement = InternalForces(Global,ElementNumber);
K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);

fint = AssemblelnternalForces(fInt,fintElement,Global,ElementNumber);

end
Res = fInt-fExt; Err = norm(Res(FreeDof),2);
Du(FreeDof,1) = -K(FreeDof,FreeDof)\Res(FreeDof);
DxNodes = Du(1:Global.Mesh.TotDofSurface);
DTNodes = Du(Global.Mesh.TotDofSurface+1:Global.Mesh.TotDof,1);
UpdateSurface(Global,DxNodes); UpdateDirector(Global,DTNodes);
end
if Iteration >= Global.Solver.Maxlterations
error('Reached max number of iterations');
end
% %
Global.Plot.SavexNodesx(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,1);
Global.Plot.SavexNodesy(;,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,2);
Global.Plot.SavexNodesz(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,3);
% %
Global.Plot.ForcePlot(Step+1,1) = ...
Global.External.ExternalForce/Global.Solver.LoadSteps*Step;
Global.Plot.DisplacementPlot(Step+1,1) = ...
-(Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePlot(1,1),3) ...
-Global.Configuration.xONodes(Global.Plot.NodePlot(1,1),3));
% %

end
% %
end

GaussPoint

function [Point,Weight] = GaussPoint(GaussPointNumber, TotGaussPoints)
% %
switch TotGaussPoints
case(1)
Point = [0 0]}
Weight = 4;
case(4)
sqrt3on3 = sqrt(3)/3;
Weight = 1,
switch(GaussPointNumber)
case(1)
Point = [-sgrt3on3 -sqrt3on3]’;
case(2)
Point = [sqrt3on3 -sqrt3on3];
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case(3)
Point = [sqrt3on3 sqrt3on3]';
case(4)
Point = [-sgrt3on3 sqrt3on3];
end
end
% %
end

ShapeFunction

function sf = ShapeFunction(sfNumber,Point)
% %
xi = Point(1,1); eta = Point(2,1);
switch(sfNumber)
case(1)
sf = 0.25*(1-xi)*(1-eta);
case(2)
sf = 0.25%(1+xi)*(1-eta);
case(3)
sf = 0.25*(1+xi)*(1+eta);
case(4)
sf = 0.25*(1-xi)*(1+eta);

end
% %
end

DerShapeFunction

function Dsf = DerShapeFunction(sfNumber,Direction,Point)
% %
xi = Point(1,1); eta = Point(2,1);
switch(sfNumber)
case(1)
switch(Direction)
case(1)
Dsf = -0.25*%(1-eta);
case(2)
Dsf = -0.25*(1-xi);

end
case(2)
switch(Direction)
case(1)
Dsf = 0.25*(1-eta);
case(2)
Dsf = -0.25*(1+xi);

end
case(3)
switch(Direction)
case(1)
Dsf = 0.25*(1+eta);
case(2)
Dsf = 0.25*(1+xi);

end
case(4)
switch(Direction)
case(1)
Dsf = -0.25*(1+eta);
case(2)
Dsf = 0.25*(1-xi);
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end
end
% %
end

Sti nessMatrix

function K = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber)

% %

xONodes = Global.Configuration.xONodes;

xNodes = Global.Configuration.xNodes;

tNodes = Global.Configuration.tNodes;

RNodes = Global.Configuration.RNodes;

Connectivity = Global.Mesh.Connectivity;

Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2

Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4

x01 = xONodes(Nodel,:); x02 = xONodes(Node2,:)";

x03 = xONodes(Node3,:)'; x04 = xONodes(Node4,:)";

x1 = xNodes(Nodel,:); x2 = xNodes(Node2,:)’; x3 = xNodes(Node3,:)’; x4 = xNodes(Node4,:)";

tl = tNodes(Nodel,:); t2 = tNodes(Node2,:)"; t3 = tNodes(Node3,:)’; t4 = tNodes(Node4,:)";

R1 = RNodes(3*(Nodel-1)+1:3*Nodel,:); R2 = RNodes(3*(Node2-1)+1:3*Node2,:);

R3 = RNodes(3*(Node3-1)+1:3*Node3,:); R4 = RNodes(3*(Node4-1)+1:3*Node4,:);

Rbarl = R1(;,1:2); Rbar2 = R2(;,1:2); Rbar3 = R3(;,1:2); Rbar4 = R4(:,1:2);

tOGPMB = Global.Configuration.t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

tOGPS = Global.Configuration.t0OGaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t0_1GPMB = Global.Configuration.t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t0_2GPMB = Global.Configuration.t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

tGPS = Global.Configuration.tGaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t 1GPMB = Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t 2GPMB = Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

TotGPMB = Global.Element.TotGaussPointsMembraneAndBending;

TotGPS = Global.Element.TotGaussPointsShear;

| = eye(3); O2x2 = zeros(2,2); O8x8 = zeros(8,8);

012x12 = zeros(12,12); O12x8 = zeros(12,8); O8x12 = zeros(8,12);

KgMB = zeros(20,20); KmMB = zeros(20,20); KgS = zeros(20,20); KmS = zeros(20,20);

Connectivity(ElementNumber,2);
Connectivity(ElementNumber,4);

% %
% Membrane and bending contribution
% %

for GPNumber = 1:TotGPMB
[GP,Weight] = GaussPoint(GPNumber,TotGPMB);
N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);

N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);
x_1 = xI*N1_1+x2*N2_1+x3*N3_1+x4*N4_1;

X_2 = XI*N1_2+x2*N2_2+x3*N3_2+x4*N4_2;

= X01*N1_1+x02*N2_1+x03*N3_1+x04*N4_1;
= X01*N1_2+x02*N2_2+x03*N3_2+x04*N4_2;
t_1GPMB(:;,GPNumber);
t_2GPMB(:,GPNumber);

t0 = tOGPMB(:,GPNumber);

t0_1 = t0_1GPMB(:;,GPNumber);

t0_2 = t0_2GPMB(:;,GPNumber);

jObar = norm(cross(x0_1,x0_2),2);

% %
% Elastic covariant tensor

x0_1
x0_2
t1l=
t2=
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%

[Cn,Cm,~] = ElasticCovariantTensor(x0_1,x0_2,t0,Global);
Cnll = Cn(1,1); Cnl12 = Cn(1,2); Cnl13 = Cn(1,3);
Cn2l1 = Cn(2,1); Cn22 = Cn(2,2); Cn23 = Cn(2,3);
Cn31 = Cn(3,1); Cn32 = Cn(3,2); Cn33 = Cn(3,3);

Cmll = Cm(1,1); Cm12 = Cm(1,2); Cm13 = Cm(1,3);
Cm2l1 = Cm(2,1); Cm22 = Cm(2,2); Cm23 = Cm(2,3);
Cm31l = Cm(3,1); Cm32 = Cm(3,2); Cm33 = Cm(3,3);
%

% Strain

%

ell = 0.5%(x_1"x_1-x0_1"*x0_1);

e22 = 0.5%(x_2"x_2-x0_2"*x0_2);

el2 = (x_1"*x_2-x0_1"*x0_2);

k11 = x_1"*t_1-x0_1*t0_1;

k22 = x_2"*t_2-x0_2*t0_2;

k12 = (x_1"™t_2-x0_1"t0_2)+(x_2"t_1-x0_2"t0_1);

%

% Stress

%

nll = Cnll*el1+Cnl2*e22+Cnl3*el2;
n22 = Cn21*el11+Cn22*e22+Cn23*el2;
nl2 = Cn31l*el1+Cn32*e22+Cn33*el2;

mll = Cml11*k11+Cm12*k22+Cm13*k12;
m22 = Cm21*k11+Cm22*k22+Cm23*k12;
ml12 = Cm31*k11+Cm32*k22+Cm33*k12;

%

% Strain variation
%

%

%

%

%

%

%

dell_posl = N1_1*x_1; dell pos2 = N2_1*x_1;
dell pos3 = N3_1*x_1; dell pos4 = N4_1*x_1;
dell = [dell posl;dell_pos2;dell_pos3;dell_pos4];
de22_posl = N1_2*x_2; de22_pos2 = N2_2*x_2;
de22_pos3 = N3_2*x_2; de22_pos4 = N4_2*x_2;
de22 = [de22_posl;de22_pos2;de22_pos3;de22_pos4];

del2_posl = NI1_1*x_2+N1_2*x_1,
del2_pos2 = N2_1*x_2+N2_2*x_1;
del2 pos3 = N3_1*x 2+N3_2*x_1;
del2_pos4 = N4_1*x_2+N4_2*x_1;

del2 = [del2_posl;del2_pos2;del2 pos3;del2_pos4];
dk1l posl = N1_1* 1; dk11_pos2 = N2_1*t 1,

dk11_pos3 = N3_1*t_1; dk1l_pos4 = N4_1*_1;
dk1l pos5 = N1_1*Rbarl™*x_1; dk11l_pos6 = N2_1*Rbar2*x_1;
dk11_pos7 = N3_1*Rbar3"*x_1; dk11l_pos8 = N4_1*Rbard*x_1,

dk11l = [dk11l_posl;dk11l_pos2;dk11l_pos3;dk1ll_pos4;
dk11l_pos5;dk1l1l_pos6;dk11l_pos7;dk1l_pos8];

dk22_posl = N1_2* 2; dk22_pos2 = N2_2* 2;
dk22_pos3 = N3_2*_2; dk22_pos4 = N4_2*t 2;
dk22_pos5 = N1_2*Rbarl™*x_2; dk22_pos6 = N2_2*Rbar2"*x_2;
dk22_pos7 = N3_2*Rbar3*x_2; dk22_pos8 = N4_2*Rbard*x_2;

dk22 = [dk22_posl;dk22_pos2;dk22_pos3;dk22_pos4;
dk22_pos5;dk22_pos6;dk22_pos7;dk22_pos8];

dk12_posl = N1_1* 2+N1 2*t 1;
dk12_pos2 = N2_1* 2+N2_2*t 1;
dk12_pos3 = N3_1* 2+N3_2*t 1;
dk12_pos4 = N4_1* 2+N4_2*t 1;
dk12_pos5 = N1_2*Rbarl™*x_1+N1_1*Rbarl*x_2;
dk12_pos6 = N2_2*Rbar2*x_1+N2_1*Rbar2*x_2;
dk12_pos7 = N3_2*Rbar3"*x_1+N3_1*Rbar3*x_2;
dk12_pos8 = N4_2*Rbar4"x_1+N4_1*Rbar4*x_2;

dk12 = [dk12_posl;dk12_pos2;dk12_pos3;dk12_pos4;
dk12_pos5;dk12_pos6;dk12_pos7;dk12_poss8];
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% %
% Stress increment

% %
Dell posl = dell_posl'; Dell pos2 = dell_pos2';

Dell pos3 = dell_pos3'; Dell pos4 = dell pos4’;

Dell = [Dell_posl Dell_pos2 Dell_pos3 Dell pos4];
De22_posl = de22_posl'; De22_pos2 = de22_pos2';

De22 pos3 = de22_pos3'; De22_posd4 = de22_pos4’;

De22 = [De22_posl De22_pos2 De22_pos3 De22_pos4];
Del2_posl = del2_posl'; Del2_pos2 = del2_pos2'

Del2 pos3 = del2_pos3'; Del2_posd4 = del2_pos4’;

Del2 = [Del2_posl Del2_pos2 Del2_pos3 Del2_pos4];
Dnll = Cnl1*Dell+Cnl12*De22+Cn13*Del2;
Dn22 = Cn21*Dell+Cn22*De22+Cn23*Del2;
Dnl12 = Cn31*Dell+Cn32*De22+Cn33*Del2;

Dk11_posl = dk11l_posl'; Dk1ll_pos2 = dkll pos2'
Dk11_pos3 = dkll_pos3'; Dk1l_pos4 = dk11_pos4';
Dk11_pos5 = dk11l_pos5'; Dk1ll_pos6 = dkl1ll_pos6';
Dk11_pos7 = dkll_pos7'; Dk11l_pos8 = dk11_pos8'
Dk11l = [Dk11_posl Dkl1ll pos2 Dk1l_pos3 Dk1ll_pos4 ...
Dk11_pos5 Dk11_pos6 Dkl1l pos7 Dkll pos8];
Dk22_posl = dk22_posl'; Dk22_pos2 = dk22_pos2';

Dk22_pos3 = dk22_pos3'; Dk22_pos4 = dk22_pos4';
Dk22_pos5 = dk22_pos5'; Dk22_pos6 = dk22_pos6';
Dk22_pos7 = dk22_pos7'; Dk22_pos8 = dk22_pos8';

Dk22 = [Dk22_posl Dk22_pos2 Dk22_pos3 Dk22_pos4 ...
Dk22_pos5 Dk22_pos6 Dk22_pos7 Dk22_pos8];

Dk12_posl = dk12_posl'; Dk12_pos2 = dk12_pos2'
Dk12_pos3 = dk12_pos3'; Dk12_pos4 = dk12_pos4';
Dk12_pos5 = dk12_pos5'; Dk12_pos6 = dk12_pos6';
Dk12_pos7 = dk12_pos7'; Dk12_pos8 = dk12_pos8';

Dk12 = [Dk12_posl Dk12_pos2 Dk12_pos3 Dk12_pos4 ...
Dk12_pos5 Dk12_pos6 Dk12 pos7 Dkl12_pos8g];

Dmi1l = Cm11*Dk11+Cm12*Dk22+Cm13*Dk12;

Dm22 = Cm21*Dk11+Cm22*Dk22+Cm23*Dk12;

Dm12 = Cm31*Dk11+Cm32*Dk22+Cm33*Dk12;

% %
% Strain increment variation

% %
Ddell posll = N1_1*N1_1*; Ddell posl2 = N1_1*N2_1*;
Ddell_posl3 = N1_1*N3_1*; Ddell_posl4 = N1_1*N4 1*;
Ddell pos21 = N2_1*N1_1*; Ddell pos22 = N2_1*N2_1*;
Ddell_pos23 = N2_1*N3_1*l; Ddell pos24 = N2_1*N4_1*l;
Ddell_pos31 = N3_1*N1_1*; Ddell pos32 = N3_1*N2_1*;
Ddell pos33 = N3_1*N3_1*l; Ddell_pos34 = N3_1*N4_1*;
Ddell_pos4l = N4_1*N1_1*; Ddell_pos42 = N4_1*N2_1*;
Ddell pos43 = N4_1*N3_1*; Ddell pos44 = N4_1*N4_1*;

Ddell = [Ddell_posll Ddell_posl2 Ddell_posl3 Ddell_posl4
Ddell_pos21 Ddell_pos22 Ddell_pos23 Ddell pos24
Ddell_pos31 Ddell_pos32 Ddell_pos33 Ddell_pos34
Ddell _pos4l Ddell pos42 Ddell pos43 Ddell pos44];

Dde22_posll = N1_2*N1_2*; Dde22_posl2 = N1_2*N2_2*l;
Dde22_posl13 = N1_2*N3_2*I; Dde22_posl4 = N1_2*N4_2*;
Dde22_pos21 = N2_2*N1_2*; Dde22_pos22 = N2_2*N2_2*;
Dde22_pos23 = N2_2*N3_2*I; Dde22_pos24 = N2_2*N4_2*;
Dde22_pos31 = N3_2*N1_2*|; Dde22_pos32 = N3_2*N2_2*;
Dde22_pos33 = N3_2*N3_2*I; Dde22_pos34 = N3_2*N4_2*;
Dde22_pos4l = N4_2*N1_2*I; Dde22_pos42 = N4_2*N2_2*;
Dde22_pos43 = N4_2*N3_2*|; Dde22_pos44 = N4_2*N4_2*;

Dde22 = [Dde22_posll Dde22_posl2 Dde22_posl3 Dde22_posl4
Dde22_pos21 Dde22_pos22 Dde22_pos23 Dde22_pos24
Dde22_pos31 Dde22_pos32 Dde22_pos33 Dde22_pos34
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Dde22_pos41l Dde22_pos42 Dde22_pos43 Dde22_posd4];

Ddel2_posil
Ddel2_pos12
Ddel2_pos13
Ddel2_posl4
Ddel2_pos21
Ddel2_pos22
Ddel2 pos23
Ddel2_pos24
Ddel2 pos31
Ddel2_pos32
Ddel2_pos33
Ddel2_pos34
Ddel2_pos41l
Ddel2_pos42
Ddel2_pos43
Ddel2_pos44

N1_1*N1_2#1+N1_2*N1_1*I;
N1_1*N2_2*1+N1_2*N2_1*;
N1_1*N3_2*+N1_2*N3_1*I;
N1_1*N4_2*1+N1_2*N4_1*I;
N2_1*N1_2#1+N2_2*N1_1*I;
N2_1*N2_2#1+N2_2*N2_1*I;
N2_1*N3_2*+N2_2*N3_1*I;
N2_1*N4_2*1+N2_2*N4_1*I;
N3_1*N1_2*1+N3_2*N1_1*;
N3_1*N2_2*1+N3_2*N2_1*I;
N3_1*N3_2*+N3_2*N3_1*I;
N3_1*N4_2*+N3_2*N4_1I;
N4_1*N1_2*1+N4_2*N1_1*I;
N4_1*N2_2*1+N4_2*N2_1I;
N4_1*N3_2*+N4_2*N3_1*I;
NA4_1*N4_2*1+N4_2*N4_1*I;

Ddel2 = [Ddel2_posll Ddel2_posl2 Ddel2_posl3 Ddel2_posl4
Ddel2_pos21 Ddel2_pos22 Ddel2_pos23 Ddel2_pos24
Ddel2_pos31 Ddel2_pos32 Ddel2_pos33 Ddel2_pos34
Ddel2_pos41l Ddel2_pos42 Ddel2_pos43 Ddel2_pos44];

Ddk11_posi15
Ddk11l_pos17
Ddk11l_pos25
Ddk11l_pos27
Ddk11 pos35
Ddk11_pos37
Ddk11_pos45
Ddk11_pos47
Ddk11_3x2 =

Ddk11_pos51
Ddk11 pos53
Ddk11_pos61
Ddk11l_pos63
Ddk1l pos71
Ddk11l_pos73
Ddk11_pos81
Ddk11_pos83
Ddk11_2x3 =

Ddk11_pos55
Ddk1l pos66
Ddk11l_pos77
Ddk11l pos88
Ddk11l_2x2 =

Ddk22_pos15
Ddk22_pos17
Ddk22_pos25
Ddk22_pos27
Ddk22_pos35
Ddk22_pos37
Ddk22_pos45
Ddk22_pos47 =

= N1_1*N1_1*Rbarl;
N1_1*N3_1*Rbar3;
N2_1*N1_1*Rbarl;
N2_1*N3_1*Rbar3;
N3_1*N1_1*Rbarl;
N3_1*N3_1*Rbar3;
N4_1*N1_1*Rbarl;
N4_1*N3_1*Rbar3;

Ddk11_pos16
Ddk11l_pos18
Ddk11l_pos26
Ddk11_pos28
Ddk11_pos36
Ddk11_pos38
Ddk11_pos46
Ddk11_pos48

N1_1*N2_1*Rbar2;
N1_1*N4_1*Rbar4;
N2_1*N2_1*Rbar2;
N2_1*N4_1*Rbar4;
N3_1*N2_1*Rbar2;
N3_1*N4_1*Rbar4;
N4_1*N2_1*Rbar2;
N4_1*N4_1*Rbar4;

[Ddk11l_pos15 Ddk11l_posl6 Ddk1ll posl7 Ddk11l_posl8
Ddk11l_pos25 Ddkl1l pos26 Ddkll_pos27 Ddkll pos28
Ddk11_pos35 Ddk1l_pos36 Ddk1ll_pos37 Ddk1l_pos38
Ddk11l _pos45 Ddkl1l pos46 Ddkll pos47 Ddkll_pos48];

N1_1*N1_1*Rbarl’;
N1_1*N3_1*Rbarl’;
N2_1*N1_1*Rbar2";
N2_1*N3_1*Rbar2";
N3_1*N1_1*Rbar3"
N3_1*N3_1*Rbar3";
N4_1*N1_1*Rbard";
N4_1*N3_1*Rbar4";

Ddk11_pos52
Ddk11_pos54
Ddk11l_pos62
Ddk11l pos64
Ddk1l pos72
Ddk11l_pos74
Ddk11_pos82
Ddk11l_pos84

N1_1*N2_1*Rbarl’;
N1_1*N4_1*Rbarl’;
N2_1*N2_1*Rbar2";
N2_1*N4_1*Rbar2";
N3_1*N2_1*Rbar3";
N3_1*N4_1*Rbar3";
N4_1*N2_1*Rbar4’;
N4_1*N4_1*Rbard";

[Ddk11_pos51 Ddk1l_pos52 Ddkl1l1l_pos53 Ddk11l_pos54
Ddk11_pos61 Ddk1l_pos62 Ddk1ll_pos63 Ddk1ll_pos64
Ddk11_pos71 Ddk1ll_pos72 Ddkll_pos73 Ddkll_pos74
Ddk11_pos81 Ddk1l_pos82 Ddkll pos83 Ddkll_pos84];

-N1_1*(t1*x_1)*(Rbarl*Rbarl);
-N2_1*(t2"*x_1)*(Rbar2"*Rbar2);
-N3_1*(t3"*x_1)*(Rbar3*Rbar3);
-N4_1*(t4"*x_1)*(Rbar4*Rbar4);

[Ddk11l_pos55 O2x2 02x2 02x2
02x2 Ddk1l1l_pos66 O2x2 O2x2
02x2 02x2 Ddkl1ll _pos77 O2x2
02x2 02x2 02x2 Ddkl1l pos88];

N1_2*N1_2*Rbarl;
N1_2*N3_2*Rbar3;
N2_2*N1_2*Rbarl;
N2_2*N3_2*Rbar3;
N3_2*N1_2*Rbarl;
N3_2*N3_2*Rbar3;
N4_2*N1_2*Rbarl;
N4_2*N3_2*Rbar3;

Ddk22_pos16
Ddk22_pos18
Ddk22_pos26
Ddk22_pos28
Ddk22_pos36
Ddk22_pos38
Ddk22_pos46
Ddk22_pos48

N1_2*N2_2*Rbar2;
N1_2*N4_2*Rbar4;
N2_2*N2_2*Rbar2;
N2_2*N4_2*Rbar4;
N3_2*N2_2*Rbar2;
N3_2*N4_2*Rbar4;
N4_2*N2_2*Rbar2;
N4_2*N4_2*Rbar4;

Ddk22_3x2 = [Ddk22_posl5 Ddk22_posl16 Ddk22_posl7 Ddk22_posl8
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Ddk22_pos51
Ddk22_pos53
Ddk22_pos61
Ddk22_pos63
Ddk22_pos71
Ddk22_pos73
Ddk22_pos81
Ddk22_pos83
Ddk22_2x3 =

Ddk22_pos55
Ddk22_pos66
Ddk22_pos77
Ddk22_pos88
Ddk22_2x2 =

Ddk12_pos15
Ddk12_pos16
Ddk12_pos17
Ddk12_pos18
Ddk12_pos25
Ddk12_pos26
Ddk12_pos27
Ddk12_pos28
Ddk12_pos35
Ddk12_pos36
Ddk12_pos37
Ddk12_pos38
Ddk12_pos45
Ddk12_pos46
Ddk12_pos47
Ddk12_pos48
Ddk12_3x2 =

Ddk12_pos51
Ddk12_pos52
Ddk12_pos53
Ddk12_pos54
Ddk12_pos61
Ddk12_pos62
Ddk12_pos63
Ddk12_pos64
Ddk12_pos71
Ddk12_pos72
Ddk12_pos73
Ddk12_pos74
Ddk12_pos81
Ddk12_pos82
Ddk12_pos83
Ddk12_pos84
Ddk12_2x3 =

Ddk22_pos25 Ddk22_pos26 Ddk22_pos27 Ddk22_pos28
Ddk22_pos35 Ddk22_pos36 Ddk22_pos37 Ddk22_pos38
Ddk22_pos45 Ddk22_pos46 Ddk22_pos47 Ddk22_pos48];
N1_2*N1_2*Rbarl’; Ddk22_pos52 = N1_2*N2_2*Rbarl’;
N1_2*N3_2*Rbarl'; Ddk22_pos54 = N1_2*N4_2*Rbarl’
N2_2*N1_2*Rbar2'; Ddk22_pos62 = N2_2*N2_2*Rbar2’;
N2_2*N3_2*Rbar2'; Ddk22_pos64 = N2_2*N4_2*Rbar2’;
N3_2*N1_2*Rbar3'; Ddk22_pos72 = N3_2*N2_2*Rbar3’;
N3_2*N3_2*Rbar3'; Ddk22_pos74 = N3_2*N4_2*Rbar3’;
N4_2*N1_2*Rbar4'; Ddk22_pos82 = N4_2*N2_2*Rbar4’,
N4_2*N3_2*Rbar4’; Ddk22_pos84 = N4_2*N4_2*Rbar4’;
[Ddk22_pos51 Ddk22_pos52 Ddk22_pos53 Ddk22_pos54
Ddk22_pos61 Ddk22_pos62 Ddk22_pos63 Ddk22_pos64
Ddk22_pos71 Ddk22_pos72 Ddk22_pos73 Ddk22_pos74
Ddk22_pos81 Ddk22_pos82 Ddk22_pos83 Ddk22_pos84];
= -N1_2*(t1"*x_2)*(Rbarl*Rbarl);
-N2_2*(t2"*x_2)*(Rbar2"*Rbar2);
-N3_2*(t3"*x_2)*(Rbar3*Rbar3);

= -N4_2*(t4"*x_2)*(Rbar4*Rbar4);

[Ddk22_pos55 O2x2 02x2 02x2

02x2 Ddk22_pos66 O2x2 02x2

02x2 02x2 Ddk22_pos77 02x2

02x2 02x2 02x2 Ddk22_pos88];
N1_1*N1_2*Rbarl+N1_2*N1_1*Rbarl;
N1_1*N2_2*Rbar2+N1_2*N2_1*Rbar2;
N1_1*N3_2*Rbar3+N1_2*N3_1*Rbar3;
N1_1*N4_2*Rbar4+N1_2*N4_1*Rbar4;
N2_1*N1_2*Rbar1+N2_2*N1_1*Rbarl;
N2_1*N2_2*Rbar2+N2_2*N2_1*Rbar2;
N2_1*N3_2*Rbar3+N2_2*N3_1*Rbar3;
N2_1*N4_2*Rbar4+N2_2*N4_1*Rbar4;
N3_1*N1_2*Rbar1+N3_2*N1_1*Rbarl;
N3_1*N2_2*Rbar2+N3_2*N2_1*Rbar2;
N3_1*N3_2*Rbar3+N3_2*N3_1*Rbar3;
N3_1*N4_2*Rbar4+N3_2*N4_1*Rbar4;
N4_1*N1_2*Rbarl+N4_2*N1_1*Rbarl;
N4_1*N2_2*Rbar2+N4_2*N2_1*Rbar2;
N4_1*N3_2*Rbar3+N4_2*N3_1*Rbar3;
N4_1*N4_2*Rbar4+N4_2*N4_1*Rbar4;

[Ddk12_pos15 Ddk12_posl6 Ddk12_posl7 Ddk12_posi18
Ddk12_pos25 Ddk12_pos26 Ddk12_pos27 Ddk12_pos28
Ddk12_pos35 Ddk12_pos36 Ddk12_pos37 Ddk12_pos38
Ddk12_pos45 Ddk12_pos46 Ddk1l2_pos47 Ddk12_pos48];
= N1_1*N1_2*Rbarl'+N1_2*N1_1*Rbarl’;
N1_1*N2_2*Rbarl'+N1_2*N2_1*Rbarl’;
N1_1*N3_2*Rbarl'+N1_2*N3_1*Rbarl’;
N1_1*N4_2*Rbarl'+N1_2*N4_1*Rbarl’;
N2_1*N1_2*Rbar2'+N2_2*N1_1*Rbar2';
N2_1*N2_2*Rbar2'+N2_2*N2_1*Rbar2';
N2_1*N3_2*Rbar2'+N2_2*N3_1*Rbar2';
N2_1*N4_2*Rbar2'+N2_2*N4_1*Rbar2';
N3_1*N1_2*Rbar3'+N3_2*N1_1*Rbar3';
N3_1*N2_2*Rbar3'+N3_2*N2_1*Rbar3';
N3_1*N3_2*Rbar3'+N3_2*N3_1*Rbar3';
N3_1*N4_2*Rbar3'+N3_2*N4_1*Rbar3';
N4_1*N1_2*Rbar4'+N4_2*N1_1*Rbar4’
N4_1*N2_2*Rbar4'+N4_2*N2_1*Rbar4’;
N4_1*N3_2*Rbar4'+N4_2*N3_1*Rbar4’;
N4_1*N4_2*Rbar4'+N4_2*N4_1*Rbar4’;

[Ddk12_pos51 Ddk12_pos52 Ddk12_pos53 Ddk12_pos54
Ddk12_pos61 Ddk12_pos62 Ddk12_pos63 Ddk12_pos64
Ddk12_pos71 Ddk12_pos72 Ddk12_pos73 Ddk12_pos74
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end

Ddk12_pos81 Ddk12_pos82 Ddk12 pos83 Ddk12_pos84];
-N1_1*(t1"*x_2)*(Rbarl*Rbarl)-N1_2*(t1"*x_1)*(Rbarl*Rbarl);
-N2_1*(t2"*x_2)*(Rbar2"*Rbar2)-N2_2*(t2"*x_1)*(Rbar2"*Rbar2);
Ddk12_pos77 = -N3_1*(t3"*x_2)*(Rbar3*Rbar3)-N3_2*(t3"*x_1)*(Rbar3*Rbar3);
Ddk12_pos88 = -N4_1*(t4*x_2)*(Rbar4'*Rbar4)-N4_2*(t4*x_1)*(Rbar4*Rbar4);
Ddk12_2x2 = [Ddk12_pos55 O2x2 02x2 02x2

02x2 Ddk12_pos66 O2x2 0O2x2

02x2 02x2 Ddk12_pos77 O2x2

02x2 02x2 02x2 Ddk12_pos88];

Ddk12_pos55
Ddk12_pos66

% %
% Geometric contribution
% %

DKgMB_12x12 = (Ddell*nll+Dde22*n22+Ddel2*n12)*0Obar*Weight;
DKgMB_12x8 = (Ddk11l_3x2*m11+Ddk22_3x2*m22+Ddk12_3x2*m12)*j0bar*Weight;
DKgMB_8x12 = (Ddk11l_2x3*m11+Ddk22_2x3*m22+Ddk12_2x3*m12)*j0bar*Weight;
DKgMB_8x8 = (Ddk11_2x2*m11+Ddk22_2x2*m22+Ddk12_2x2*m12)*Obar*Weight;
DKgMB = [DKgMB_12x12 DKgMB_12x8

DKgMB_8x12 DKgMB_8x8];
KgMB = KgMB+DKgMB;

% %
% Material contribution
% %

DKmMB_12x12 = (del1*Dnll+de22*Dn22+del2*Dn12)*j0bar*Weight;
DKmMB_20x20 = (dk11*Dm11+dk22*Dm22+dk12*Dm12)*j0bar*Weight;
DKmMB = [DKmMB_12x12 012x8

08x12 08x8]+DKmMB_20x20;
KmMB = KmMB+DKmMMB;

KMB = KgMB+KmMB;

%

%

% Shear contribution

%

%

for GPNumber = 1:TotGPS

[GP,Weight] = GaussPoint(GPNumber, TotGPS);

N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);

N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);
x_1 = xI*N1_1+x2*N2_1+x3*N3_1+x4*N4_1,

X_2 = X1*N1_2+x2*N2_2+x3*N3_2+x4*N4_2;

X0_1 = x01*N1_1+x02*N2_1+x03*N3_1+x04*N4_1;

X0_2 = x01*N1_2+x02*N2_2+x03*N3_2+x04*N4_2;

t = tGPS(:,GPNumber);

t0 = tOGPS(;,GPNumber);
jObar = norm(cross(x0_1,x0_2),2);

% %
% Elastic covariant tensor
% %

[~,~,Cq] = ElasticCovariantTensor(x0_1,x0_2,t0,Global);

Cqll = Cq(1,1); Cgl2 = Cq(1,2);

Cqg21 = Cq(2,1); Cg22 = Cq(2,2);

% %
% Strain

% %
yl = x_1"*t-x0_1"*tO;

y2 = x_2"t-x0_2"*t0;

% %
% Stress

% %

gl = Cqll*yl+Cql2*y2;
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g2 = Cq21*y1+Cq22*y2;

% %
% Strain variation

% %
dyl posl = N1_1*; dyl pos2 = N2_1%;

dyl pos3 = N3_1*; dyl pos4 = N4_1%;

dyl_pos5 = N1*Rbarl™*x_1; dyl pos6 = N2*Rbar2*x_1;
dyl_pos7 = N3*Rbar3"*x_1; dyl pos8 = N4*Rbar4*x_1;

dyl = [dyl_posl;dyl_pos2;dyl_pos3;dyl pos4;dyl_pos5;dyl_pos6;dyl_pos7;dyl_pos8];
dy2_posl = N1_2*; dy2_pos2 = N2_2%;

dy2_pos3 = N3_2*; dy2_pos4 = N4_2%;

dy2_pos5 = N1*Rbarl*x_2; dy2_pos6 = N2*Rbar2*x_2;
dy2_pos7 = N3*Rbar3*x_2; dy2_pos8 = N4*Rbar4*x_2;

dy2 = [dy2_posl;dy2_pos2;dy2 pos3;dy2_pos4;dy2_pos5;dy2_pos6;dy2_pos7;dy2_pos8];
% %
% Stress increment

% %
Dyl posl = dyl posl'; Dyl pos2 = dyl_pos2';

Dyl pos3 = dyl pos3'; Dyl pos4 = dyl_pos4';

Dyl pos5 = dyl_pos5'; Dyl _pos6 = dyl_pos6';

Dyl_pos7 = dyl_pos7'; Dyl_pos8 = dyl_pos8';

Dyl = [Dyl_posl Dyl _pos2 Dyl _pos3 Dyl _pos4 Dyl pos5 Dyl pos6 Dyl pos7 Dyl_pos8];

Dy2 posl = dy2_posl'; Dy2_pos2 = dy2_pos2';

Dy2 pos3 = dy2 pos3'; Dy2_pos4 = dy2_pos4';

Dy2_pos5 = dy2_pos5'; Dy2_pos6 = dy2_pos6';

Dy2 pos7 = dy2_pos7'; Dy2_pos8 = dy2_pos8';

Dy2 = [Dy2_posl Dy2 pos2 Dy2_pos3 Dy2_pos4 Dy2_pos5 Dy2_pos6 Dy2 pos7 Dy2_pos8];
Dgl = Cql1*Dyl1+Cql2*Dy2;

Dg2 = Cq21*Dy1+Cqg22*Dy2;

% %
% Strain increment variation

% %
Ddyl_pos15 = N1_1*N1*Rbarl; Ddyl_posl6 = N1_1*N2*Rbar2;
Ddyl_posl1l7 = N1_1*N3*Rbar3; Ddyl posl8 = N1_1*N4*Rbar4,
Ddyl_pos25 = N2_1*N1*Rbarl; Ddyl_pos26 = N2_1*N2*Rbar2;
Ddyl_pos27 = N2_1*N3*Rbar3; Ddyl _pos28 = N2_1*N4*Rbar4,
Ddyl_pos35 = N3_1*N1*Rbarl; Ddyl pos36 = N3_1*N2*Rbar2;
Ddyl_pos37 = N3_1*N3*Rbar3; Ddyl pos38 = N3_1*N4*Rbar4;
Ddyl_pos45 = N4_1*N1*Rbarl; Ddyl pos46 = N4_1*N2*Rbar2;
Ddyl_pos47 = N4_1*N3*Rbar3; Ddyl_pos48 = N4_1*N4*Rbar4;

Ddyl_3x2 = [Ddyl_posl5 Ddyl posl6 Ddyl_posl7 Ddyl_posl8
Ddyl_pos25 Ddyl pos26 Ddyl_pos27 Ddyl_pos28
Ddyl_pos35 Ddyl pos36 Ddyl_pos37 Ddyl_pos38
Ddyl_pos45 Ddyl pos46 Ddyl pos47 Ddyl_pos48];

Ddyl_pos51 = N1*N1_1*Rbarl’; Ddyl_pos52 = N1*N2_1*Rbarl’;
Ddyl_pos53 = N1*N3_1*Rbarl’; Ddyl pos54 = N1*N4_1*Rbarl’;
Ddyl_pos61 = N2*N1_1*Rbar2'; Ddyl pos62 = N2*N2_1*Rbar2’;
Ddyl_pos63 = N2*N3_1*Rbar2'; Ddyl pos64 = N2*N4_1*Rbar2’;
Ddyl_pos71 = N3*N1_1*Rbar3'; Ddyl_pos72 = N3*N2_1*Rbar3’
Ddyl_pos73 = N3*N3_1*Rbar3'; Ddyl _pos74 = N3*N4_1*Rbar3’;
Ddyl_pos81 = N4*N1_1*Rbar4'; Ddyl_pos82 = N4*N2_1*Rbar4’
Ddyl_pos83 = N4*N3_1*Rbar4’; Ddyl pos84 = N4*N4_1*Rbar4’,

Ddyl_2x3 = [Ddyl_pos51 Ddyl pos52 Ddyl pos53 Ddyl_pos54
Ddyl_pos61 Ddyl pos62 Ddyl pos63 Ddyl_ pos64
Ddyl_pos71 Ddyl pos72 Ddyl_pos73 Ddyl_pos74
Ddyl_pos81 Ddyl pos82 Ddyl pos83 Ddyl pos84];

Ddyl_pos55 = -N1*(t1*x_1)*(Rbarl*Rbarl);

Ddyl_pos66 = -N2*(t2*x_1)*(Rbar2"*Rbar2);

Ddyl_pos77 = -N3*(t3*x_1)*(Rbar3*Rbar3);

Ddyl_pos88 = -N4*(t4"*x_1)*(Rbar4"*Rbar4);

Ddyl_2x2 = [Ddyl_pos55 O2x2 02x2 02x2
02x2 Ddyl_pos66 02x2 0O2x2
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02x2 02x2 Ddyl_pos77 O2x2
02x2 02x2 02x2 Ddyl_pos88];

Ddy2_pos15 = N1_2*N1*Rbarl; Ddy2_posl16 = N1_2*N2*Rbar2;
Ddy2_pos17 = N1_2*N3*Rbar3; Ddy2_posl8 = N1_2*N4*Rbar4,
Ddy2_pos25 = N2_2*N1*Rbarl; Ddy2_pos26 = N2_2*N2*Rbar2;
Ddy2_pos27 = N2_2*N3*Rbar3; Ddy2_pos28 = N2_2*N4*Rbar4;
Ddy2_pos35 = N3_2*N1*Rbarl; Ddy2_pos36 = N3_2*N2*Rbar2;
Ddy2_pos37 = N3_2*N3*Rbar3; Ddy2_pos38 = N3_2*N4*Rbar4;
Ddy2_pos45 = N4_2*N1*Rbarl; Ddy2_pos46 = N4_2*N2*Rbar2;
Ddy2_pos47 = N4_2*N3*Rbar3; Ddy2_pos48 = N4_2*N4*Rbar4;
Ddy2_3x2 = [Ddy2_posl15 Ddy2_posl6 Ddy2_posl7 Ddy2_posl8

Ddy2_pos25 Ddy2_pos26 Ddy2_pos27 Ddy2_pos28
Ddy2_pos35 Ddy2_pos36 Ddy2_pos37 Ddy2_pos38
Ddy2_pos45 Ddy2_pos46 Ddy2_pos47 Ddy2_pos48];

Ddy2_pos51 = N1*N1_2*Rbarl’; Ddy2_pos52 = N1*N2_2*Rbarl’;
Ddy2_pos53 = N1*N3_2*Rbarl’; Ddy2_pos54 = N1*N4_2*Rbarl’;
Ddy2_pos61 = N2*N1_2*Rbar2'; Ddy2_pos62 = N2*N2_2*Rbar2’
Ddy2_pos63 = N2*N3_2*Rbar2'; Ddy2_pos64 = N2*N4_2*Rbar2’;
Ddy2_pos71 = N3*N1_2*Rbar3'; Ddy2_pos72 = N3*N2_2*Rbar3’
Ddy2_pos73 = N3*N3_2*Rbar3'; Ddy2_pos74 = N3*N4_2*Rbar3’;
Ddy2_pos81 = N4*N1_2*Rbar4'; Ddy2_pos82 = N4*N2_2*Rbar4’,
Ddy2_pos83 = N4*N3_2*Rbar4'; Ddy2_pos84 = N4*N4_2*Rbar4’,
Ddy2_2x3 = [Ddy2_pos51 Ddy2_pos52 Ddy2_pos53 Ddy2_pos54

Ddy2_pos61 Ddy2 pos62 Ddy2 pos63 Ddy2_pos64
Ddy2_pos71 Ddy2_pos72 Ddy2_pos73 Ddy2_pos74
Ddy2_pos81 Ddy2_ pos82 Ddy2_pos83 Ddy2_ pos84];

Ddy2_pos55 = -N1*(t1*x_2)*(Rbarl*Rbarl);
Ddy2_pos66 = -N2*(t2*x_2)*(Rbar2"*Rbar2);
Ddy2_pos77 = -N3*(t3"*x_2)*(Rbar3"*Rbar3);
Ddy2_pos88 = -N4*(t4*x_2)*(Rbar4*Rbar4);
Ddy2_2x2 = [Ddy2_pos55 O2x2 02x2 02x2

%

02x2 Ddy2_pos66 02x2 02x2
02x2 02x2 Ddy2_pos77 0O2x2
02x2 02x2 02x2 Ddy2_pos88];
%

% Geometric contribution
%

%

DKgS_12x8 = (Ddyl_3x2*ql+Ddy2_3x2*q2)*j0bar*Weight;
DKgS_8x12 = (Ddyl_2x3*ql+Ddy2_2x3*g2)*j0bar*Weight;
DKgS_8x8 = (Ddyl_2x2*ql+Ddy2_2x2*q2)*j0bar*Weight;
DKgS = [012x12 DKgS_12x8

DKgS_8x12 DKgS_8x8];
KgS = KgS+DKgsS;

%
% Material contribution
%

%

%

DKmS = (dy1*Dqgl+dy2*Dg2)*jObar*Weight;
KmS = KmS+DKmS;

end

KS = KgS+KmS;

%

K = KMB+KS;
%

end

InternalForces

function fint = InternalForces(Global,ElementNumber)
%

xONodes = Global.Configuration.xONodes;
xNodes = Global.Configuration.xNodes;
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RNodes = Global.Configuration.RNodes;

Connectivity = Global.Mesh.Connectivity;

Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);

Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);

x01 = xONodes(Nodel,:)'; x02 = xONodes(Node2,:)";

x03 = xONodes(Node3,:)’; x04 = xONodes(Node4,:)";

x1 = xNodes(Nodel,:)'; x2 = xNodes(Node2,:)";

x3 = xNodes(Node3,:)'; x4 = xNodes(Node4,:)";

R1 = RNodes(3*(Nodel-1)+1:3*Nodel,:); R2 = RNodes(3*(Node2-1)+1:3*Node2,:);

R3 = RNodes(3*(Node3-1)+1:3*Node3,:); R4 = RNodes(3*(Node4-1)+1:3*Node4,:);

Rbarl = R1(;,1:2); Rbar2 = R2(:,1:2); Rbar3 = R3(;,1:2); Rbard = R4(;,1:2);

tOGPMB = Global.Configuration.t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

tOGPS = Global.Configuration.t0OGaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t0_1GPMB = Global.Configuration.t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t0_2GPMB = Global.Configuration.t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

tGPS = Global.Configuration.tGaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t_ 1GPMB = Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

t 2GPMB = Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);

TotGPMB = Global.Element.TotGaussPointsMembraneAndBending;

TotGPS = Global.Element.TotGaussPointsShear;

08x1 = zeros(8,1);

fintMB = zeros(20,1); fIntS = zeros(20,1);

% %
% Membrane and bending contribution
% %

for GPNumber = 1:TotGPMB
[GP,Weight] = GaussPoint(GPNumber,TotGPMB);
N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);

N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);
x_1 = xI*N1_1+x2*N2_1+x3*N3_1+x4*N4_1,

X_2 = X1*N1_2+x2*N2_2+x3*N3_2+x4*N4_2;

X0_1 = x01*N1_1+x02*N2_1+x03*N3_1+x04*N4_1;

X0_2 = x01*N1_2+x02*N2_2+x03*N3_2+x04*N4_2;

—

t_1GPMB(:;,GPNumber);
t_2GPMB(:,GPNumber);

t0 = tOGPMB(:,GPNumber);

t0_1 = t0_1GPMB(:;,GPNumber);
t0_2 = t0_2GPMB(:;,GPNumber);
jObar = norm(cross(x0_1,x0_2),2);

1
2

—

% %
% Elastic covariant tensor

% %
[Cn,Cm,~] = ElasticCovariantTensor(x0_1,x0_2,t0,Global);

Cnll = Cn(1,1); Cn12 = Cn(1,2); Cnl13 = Cn(1,3);

Cn(2,2); Cn23 = Cn(2,3);

Cn2l1 = Cn(2,1); Cn22 =

Cn3l = Cn(3,1); Cn32 = Cn(3,2); Cn33 = Cn(3,3);

Cmll = Cm(1,1); Cm12 = Cm(1,2); Cm13 = Cm(1,3);

Cm21 = Cm(2,1); Cm22 = Cm(2,2); Cm23 = Cm(2,3);

Cm31 = Cm(3,1); Cm32 = Cm(3,2); Cm33 = Cm(3,3);

% %
% Strain

% n\l
ell = 0.5%(x_1"x_1-x0_1"*x0_1);

e22 = 0.5%(x_2"x_2-x0_2"*x0_2);

el2 = (x_1"*x_2-x0_1"*x0_2);
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k11 = x_1*t_1-x0_1™0_1;

k22 = x_2"*t_2-x0_2*t0_2;

k12 = (x_1*t 2-x0_1"™0_2)+(x_2"*t_1-x0_2'*t0_1);

% %
% Stress

% nU

nll = Cnll*ell+Cnl2*e22+Cnl3*el2;
n22 = Cn21*el11+Cn22*e22+Cn23*el2;
nl2 = Cn31l*ell+Cn32*e22+Cn33*el2;

mll = Cm11*k11+Cm12*k22+Cm13*k12;

m22 = Cm21*k11+Cm22*k22+Cm23*k12;

ml1l2 = Cm31*k11+Cm32*k22+Cm33*k12;

% %
% Strain variation

% %

dell posl = N1_1*x_1; dell pos2 = N2_1*x_1,;

dell pos3 = N3_1*x_1; dell_pos4 = N4_1*x_1,;

dell = [dell posl;dell_pos2;dell_pos3;dell_pos4;08x1];
de22_posl = N1_2*x_2; de22_pos2 = N2_2*x_2;
de22_pos3 = N3_2*x_2; de22_pos4 = N4_2*x_2;

de22 = [de22_posl;de22_pos2;de22_pos3;de22_pos4;08x1];
del2 posl = N1_1*x_2+N1 2*x_1;

del2_pos2 = N2_1*x_2+N2_2*x_1;
del2 pos3 = N3_1*x 2+N3_2*x_1;
del2_pos4 = N4_1*x_2+N4_2*x_1;

del2 = [del2_posl;del2_pos2;del2_pos3;del2_pos4;08x1];

dk1l posl = N1_1*_ 1; dk11_pos2 = N2_1*t 1,
dk11_pos3 = N3_1*t_1; dk1l_pos4 = N4_1*_1;
dk11_pos5 = N1_1*Rbarl™*x_1; dk11_pos6 = N2_1*Rbar2"*x_1;
dk11l pos7 = N3_1*Rbar3"*x_1; dk11l_pos8 = N4_1*Rbar4*x_1;

dk1l = [dk11_posl;dk1l_pos2;dk1l_pos3;dkll_pos4;
dk11l_pos5;dk1l1l_pos6;dk11l_pos7;dk1l_pos8];

dk22_posl = N1_2*t_2; dk22_pos2 = N2_2*_2;
dk22_pos3 = N3_2*_2; dk22_pos4 = N4_2*t 2;
dk22_pos5 = N1_2*Rbarl™*x_2; dk22_pos6 = N2_2*Rbar2*x_2;
dk22_pos7 = N3_2*Rbar3*x_2; dk22_pos8 = N4_2*Rbard*x_2;

dk22 = [dk22_posl;dk22_pos2;dk22_pos3;dk22_pos4;
dk22_pos5;dk22_pos6;dk22_pos7;dk22_pos8];

dk12_posl = N1_1* 2+N1 2*t 1;
dk12_pos2 = N2_1* 2+N2_2*t 1;
dk12_pos3 = N3_1* 2+N3_2*t 1;
dk12_pos4 = N4_1*_2+N4_2* 1,
dk12_pos5 = N1_2*Rbarl*x_1+N1_1*Rbarl*x_2;
dk12_pos6 = N2_2*Rbar2"*x_1+N2_1*Rbar2*x_2;
dk12_pos7 = N3_2*Rbar3"*x_1+N3_1*Rbar3*x_2;
dk12_pos8 = N4_2*Rbar4™*x_1+N4_1*Rbard*x_2;

dk12 = [dk12_posl;dk12_pos2;dk12_pos3;dk12_pos4;
dk12_pos5;dk12_pos6;dk12_pos7;dk12_poss8];

% %

DfIntMB = (dell*nll+de22*n22+del2*n12+dk11*m11+dk22*m22+dk12*m12)*jObar*Weight;

fintMB = fIntMB+DfIntMB;

end

% %
% Shear contribution

% %

for GPNumber = 1:TotGPS
[GP,Weight] = GaussPoint(GPNumber, TotGPS);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
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N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);

X_1 = x1*N1_1+x2*N2_1+x3*N3_1+x4*N4_1;
X_2 = XI*N1_2+x2*N2_2+x3*N3_2+x4*N4_2;
X0_1 = X01*N1_1+x02*N2_1+x03*N3_1+x04*N4 1:
X0_2 = x01*N1_2+X02*N2_2+x03*N3_2+x04*N4_2;
t = tGPS(:,GPNumber);

t0 = tOGPS(;,GPNumber);
jObar = norm(cross(x0_1,x0_2),2);

% %
% Elastic covariant tensor
% %

[~,~,Cq] = ElasticCovariantTensor(x0_1,x0_2,t0,Global);
Cqll = Cq(1,1); Cgl2 = Cq(1,2);
Cqg2l = Cq(2,1); Cg22 = Cq(2,2);

% %
% Strain

% %
yl = x_1"*t-x0_1"*tO;

y2 = x_2"t-x0_2"t0;

% %
% Stress

% %
gl = Cqll*yl1+Cql2*y2;

g2 = Cq21*y1+Cq22*y2;

% %
% Strain variation

% %
dyl posl = N1_1*; dyl pos2 = N2_1%;

dyl pos3 = N3_1*; dyl pos4 = N4_1%;

dyl_pos5 = N1*Rbarl™*x_1; dyl pos6 = N2*Rbar2*x_1;
dyl_pos7 = N3*Rbar3"*x_1; dyl pos8 = N4*Rbar4*x_1;

dyl = [dyl_posl;dyl_pos2;dyl pos3;dyl pos4;dyl_pos5;dyl_pos6;dyl_pos7;dyl_pos8];

dy2_posl = N1_2*; dy2_pos2 = N2_2%;
dy2_pos3 = N3_2*; dy2_pos4 = N4_2%;
dy2_pos5 = N1*Rbarl*x_2; dy2_pos6 = N2*Rbar2*x_2;
dy2_pos7 = N3*Rbar3*x_2; dy2_pos8 = N4*Rbar4*x_2;

dy2 = [dy2_posl;dy2_pos2;dy2 pos3;dy2_pos4;dy2_pos5;dy2_pos6;dy2_pos7;dy2_pos8];
% %

DfIntS = (dyl*ql+dy2*q2)*jObar*Weight;

fiIntS = fIntS+DfIntS;

end

% %
fint = fIntMB+fIntS;

% %
end

AssembleSti nessMatrix

function KGlobal = AssembleStiffnessMatrix(KGlobal,KLocal,Global,ElementNumber)
% %
TotDofSurface = Global.Mesh.TotDofSurface;
Connectivity = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,:);
fori = 1:4
| = Connectivity(i);
for j = 1.4
J = Connectivity(j);
KGlobal(3*1-2:3*1,3*3-2:3*J) = KGlobal(3*-2:3*1,3*J-2:3*J) ...
+KLocal(3*i-2:3*,3%}-2:3%));
KGlobal(3*I-2:3*], TotDofSurface+2*J-1:TotDofSurface+2*J) = ...
KGlobal(3*1-2:3*], TotDofSurface+2*J-1:TotDofSurface+2*J) ...
+KLocal(3*-2:3*%,12+2%-1:12+2%));
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KGlobal(TotDofSurface+2*|-1:TotDofSurface+2*1,3*J-2:3*J) = ...
KGlobal(TotDofSurface+2*|-1:TotDofSurface+2*1,3*J-2:3*J) ...
+KLocal(12+2*-1:12+2%,3%}-2:3%));

KGlobal(TotDofSurface+2*|-1:TotDofSurface+2*l, ...
TotDofSurface+2*J-1:TotDofSurface+2*J) = ...
KGlobal(TotDofSurface+2*|-1:TotDofSurface+2*, ...
TotDofSurface+2*J-1:TotDofSurface+2*J)+...
KLocal(12+2*i-1:12+2%i,12+2*%}-1:12+2%));

end
end
% %
end

AssemblelnternalForces

function fintGlobal = AssemblelnternalForces(fintGlobal,fIntLocal,Global,ElementNumber)
% %
TotDofSurface = Global.Mesh.TotDofSurface;
Connectivity = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,:);
fori = 1:4
| = Connectivity(i);
fIntGlobal(3*1-2:3*) = fIntGlobal(3*I-2:3*I)+fIntLocal(3*i-2:3*i);
fIntGlobal(TotDofSurface+2*I-1: TotDofSurface+2*l) = ...
fIntGlobal(TotDofSurface+2*|-1:TotDofSurface+2*l)+fIntLocal(12+2*i-1:12+2%);

end
% %
end

UpdateSurface

function UpdateSurface(Global,DxNodes)
% %
TotNodes = Global.Mesh.TotNodes;
xNodes = Global.Configuration.xNodes;
for NodeNumber = 1:TotNodes
Dx = DxNodes(3*NodeNumber-2:3*NodeNumber,1)";
x = xNodes(NodeNumber,:);
xUpdated = x+Dx;
Global.Configuration.xNodes(NodeNumber,:) = xUpdated,;

end
% %
end

UpdateDirector

function UpdateDirector(Global,DTNodes)

% %

tNodes = Global.Configuration.tNodes;

tGaussPointsMembraneAndBending = Global.Configuration.tGaussPointsMembraneAndBending;
t_1GaussPointsMembraneAndBending = Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending = Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear = Global.Configuration.tGaussPointsShear;

RNodes = Global.Configuration.RNodes;

TotDofSurface = Global.Mesh.TotDofSurface;

TotNodes = Global.Mesh.TotNodes;

TotElements = Global.Mesh.TotElements;

TotGPMB = Global.Element.TotGaussPointsMembraneAndBending;

TotGPS = Global.Element.TotGaussPointsShear;

Connectivity = Global.Mesh.Connectivity;
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% %
% Update nodes
% %
DtNodes = zeros(TotDofSurface,1);
for NodeNumber = 1:TotNodes
DT = DTNodes(2*NodeNumber-1:2*NodeNumber,1);
t = tNodes(NodeNumber,:);
R = RNodes(3*NodeNumber-2:3*NodeNumber,:);
Rbar = R(:,1:2);
Dt = Rbar*DT;
DtNodes(3*NodeNumber-2:3*NodeNumber) = Dt;
[tUpdated,DR] = ExpMap(t,Dt);
RUpdated = DR*R;
Global.Configuration.tNodes(NodeNumber,:) = tUpdated'’;
Global.Configuration.RNodes(3*NodeNumber-2:3*NodeNumber,:) = RUpdated;

end

% %
% Update Gauss points

% %

for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
Dtl = DtNodes(3*Nodel-2:3*Nodel); Dt2 = DtNodes(3*Node2-2:3*Node?2);
Dt3 = DtNodes(3*Node3-2:3*Node3); Dt4 = DtNodes(3*Node4-2:3*Node4);
tGPMB = tGaussPointsMembraneAndBending(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);
t 1IGPMB = t_1GaussPointsMembraneAndBending(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);
t 2GPMB = t_2GaussPointsMembraneAndBending(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);
tGPS = tGaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,:);
% Update membrane and bending Gauss Points
for GPNumber = 1:TotGPMB
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGPMB);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);

N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);
tGP = tGPMB(;,GPNumber);

t_ 1GP = t_1GPMB(:;,GPNumber);

t 2GP = t_2GPMB(:,GPNumber);

DtGP = Dt1*N1+Dt2*N2+Dt3*N3+Dt4*N4;
Dt_1GP = Dt1*N1_1+Dt2*N2_1+Dt3*N3_1+Dt4*N4_1,;
Dt_2GP = Dt1*N1_2+Dt2*N2_2+Dt3*N3_2+Dt4*N4_2;
tGPUpdated = ExpMap(tGP,DtGP);
t 1GPUpdated = DerExpMap(tGP,DtGP,t_1GP,Dt_1GP);
t_2GPUpdated = DerExpMap(tGP,DtGP,t_2GP,Dt_2GP);
Global.Configuration.tGaussPointsMembraneAndBending...
(3*ElementNumber-2:3*ElementNumber,GPNumber) = tGPUpdated;
Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending...
(3*ElementNumber-2:3*ElementNumber,GPNumber) = t_1GPUpdated;
Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending...
(3*ElementNumber-2:3*ElementNumber,GPNumber) = t_2GPUpdated;
end
% Update shear Gauss Points
for GPNumber = 1:TotGPS
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGPS);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
tGP = tGPS(:;,GPNumber);
DtGP = Dt1*N1+Dt2*N2+Dt3*N3+Dt4*N4;
tGPUpdated = ExpMap(tGP,DtGP);
Global.Configuration.tGaussPointsShear(3*ElementNumber-2:3*ElementNumber,:) = ...
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tGPUpdated;
end
end
% %
end

ExpMap

function [tUpdated,DR] = ExpMap(t,Dt)
% %
I = eye(3);
Dtheta = cross(t,Dt);
Dthetal = Dtheta(1); Dtheta2 = Dtheta(2); Dtheta3 = Dtheta(3);
DthetaTens = [0 -Dtheta3 Dtheta2
Dtheta3 0 -Dthetal
-Dtheta2 Dthetal 0];
normDt = norm(Dt,2);
if normDt ~= 0
tUpdated = cos(normDt)*t+sin(normDt)/normDt*Dt;
DR = cos(normDt)*I+sin(normDt)/normDt*DthetaTens ...
+(1-cos(normDt))/normDt"2*(Dtheta*Dtheta’);

else
tUpdated = t;
DR = I;
end
% %
end

DerExpMap

function DertUpdated = DerExpMap(t,Dt,Dert,DerDt)
% %
I = eye(3);
normDt = norm(Dt,2);
if normDt ~= 0
DertUpdated = cos(normDt)*Dert+(sin(normDt)/normDt*(I-(t*Dt"))+...
1/normDt"2*(cos(normDt)-sin(normDt)/normDt)*(Dt*Dt'))*DerDt;

else

DertUpdated = Dert;

end

% %
end

ElasticCovariantTensor

function [Cn,Cm,Cq] = ElasticCovariantTensor(x0_1,x0_2,t0,Global)

% %

E = Global.Elastic.ElasticModule; nu = Global.Elastic.PoissonCoefficient;

h = Global.Geometry.Height; kappa = Global.Geometry.ShearFactor;

a0CovariantTensor = [x0_1 x0_2 t0]; aOContravariantTensor = (aOCovariantTensor®-1)';

a01Contr = aOContravariantTensor(:,1); a02Contr = aOContravariantTensor(:,2);
a0Contrll = a0lContr*a0lContr;

a0Contrl2 = a01Contr*a02Contr;

a0Contr22 = a02Contr*a02Contr;

Cn = [a0Contrl1*a0Contrll ...
nu*a0Contrl1*a0Contr22+(1-nu)*a0Contr12*a0Contrl2 ...
a0Contrl1*a0Contrl2;
nu*a0Contrl1*a0Contr22+(1-nu)*a0OContrl2*a0Contr12 ...
a0Contr22*a0Contr22 ...
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a0Contr22*a0Contrl2;
a0Contrl1*a0Contrl2 ...
a0Contr22*a0Contrl2 ...
0.5*(1-nu)*a0Contr11*a0Contr22+0.5*(1+nu)*a0Contr12*a0Contr12]...
*E*h/(1-nu"2);
Cm = Cn*h"2/12;
Cq = [a0Contrll aOContrl2
a0Contrl2 a0Contr22]*kappa*E*h/(1-nu”2)*0.5%(1-nu);
% %
end

PlotCon gurations

function PlotConfigurations(Global)
% %

Dx = zeros(Global.Mesh.TotNodes,Global.Solver.LoadSteps);
Dy = zeros(Global.Mesh.TotNodes,Global.Solver.LoadSteps);
Dz = zeros(Global.Mesh.TotNodes,Global.Solver.LoadSteps);
Ds = zeros(Global.Mesh.TotNodes,Global.Solver.LoadSteps);

for Step = 1l:Global.Solver.LoadSteps
Dx(:;,Step+1) = Global.Plot.SavexNodesx(:,Step+1)-Global.Configuration.xONodes(:,1);
Dy(:,Step+1) = Global.Plot.SavexNodesy(:,Step+1)-Global.Configuration.xONodes(:,2);
Dz(:,Step+1) = Global.Plot.SavexNodesz(:,Step+1)-Global.Configuration.xONodes(:,3);
for NodeNumber = 1:Global.Mesh.TotNodes
Ds(NodeNumber,Step+1) = sqrt(Dx(NodeNumber,Step+1)"2 ...
+Dy(NodeNumber,Step+1)"2+ ...
Dz(NodeNumber,Step+1)"2);
end
end
DsMax = max(max(Ds));
m = (64-1)/(DsMax);
q = (1*DsMax-64*0)/(DsMax-0);
mTick = (1-0)/(DsMax-0);
qTick = (0*DsMax-1*0)/(DsMax-0);
cPlot = zeros(1,4,3);
for Step = 1l:Global.Solver.LoadSteps+1
¢ = zeros(Global.Mesh.TotNodes,1);
for NodeNumber = 1:Global.Mesh.TotNodes
displacement = Ds(NodeNumber,Step);
c(NodeNumber,1) = m*displacement+q;
end
DsTicks = zeros(1,11);
for i = 0:10
j = i/10;
DsTicks(1,i+1) = (j-qTick)/mTick;
end
% %
f = figure('visible','off");
title([Deformed configuration, step = ' num2str(Step-1)...
', force = ' num2str(Global.Plot.ForcePlot(Step,1))");%"]);
xlabel('x"); ylabel('y"); zlabel('z');
view([25 25]); daspect([1 1 1]);
ColorBar = colorbar('v');
ColorBar.Limits = [0 1];
ColorMap = ColorBar.Colormap;
ColorBar.TickLabels = compose('%6.2e',DsTicks);
title(ColorBar,'dz");
hold on
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
Nodel = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,1);
Node2 = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,2);
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Node3 = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,3);
Node4 = Global.Mesh.Connectivity(ElementNumber,4);
x1 = Global.Plot.SavexNodesx(Nodel,Step);

yl = Global.Plot.SavexNodesy(Nodel,Step);
z1 = Global.Plot.SavexNodesz(Nodel,Step);
x2 = Global.Plot.SavexNodesx(Node2,Step);
y2 = Global.Plot.SavexNodesy(Node2,Step);
z2 = Global.Plot.SavexNodesz(Node2,Step);
x3 = Global.Plot.SavexNodesx(Node3,Step);
y3 = Global.Plot.SavexNodesy(Node3,Step);
z3 = Global.Plot.SavexNodesz(Node3,Step);
x4 = Global.Plot.SavexNodesx(Node4,Step);
y4 = Global.Plot.SavexNodesy(Node4,Step);
z4 = Global.Plot.SavexNodesz(Node4,Step);

Indexcl = round(c(Nodel,1)); Indexc2 = round(c(Node2,1));

Indexc3 = round(c(Node3,1)); Indexc4 = round(c(Node4,1));

cl = ColorMap(Indexcl,:); c2 = ColorMap(Indexc2,:);

c3 = ColorMap(Indexc3,:); c4 = ColorMap(Indexc4,:);

cPlot(1,1,1:3) = c1; cPlot(1,2,1:3) = ¢2; cPlot(1,3,1:3) = ¢3; cPlot(1,4,1:3) = c4;
xPlot = [x1;x2;x3;x4]; yPlot = [y1;y2;y3;y4]; zPlot = [z1,22;23;z4];
patch(xPlot,yPlot,zPlot,cPlot);

end
hold off
% %
Global.Plot.Movie(Step) = getframe(f);
% %
end
% %
end
4.2.3 Script

Per ogni applicazione é stato scritto uno script che genera i dati di input per
risolvere il problema inizializzando le classi. Esso é richiamato dalla function
Generate. Il codice gira attraverso lo scriptmain, riportato di seguito.

% Fem Solver for nonlinear geometrically exact shell element

% %
Global = Generate('InputFile');

NonLinearSolver(Global);

% %

PlotConfigurations(Global);

Lo script precedente consente di eseguire I'applicazione scelta semplicemente
sostituendo adlnputFile la stringa con la quale essa e stata rinominata.
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Capitolo 5

Applicazioni

In questo capitolo sono presentati i risultati del codice in riferimento ad alcu-
ne applicazioni presenti in [12]. In particolare, seguendo I'algoritmo descritto
nella sezione 3.2.3.1, sono studiate le applicazioni relative ad una mensola in-
castrata con un momento ettente agente all'estremo liberoRoll-up of a
clamped bearjy ad una una semisfera caratterizzata da un foro in corrispon-
denza del polo Pinched hemispherical shell with an 18 degrees hagber la
guale viene inoltre proposta un'applicazione di eversionEyersion of the he-
misphere e ad una super cie cilindrica Snap-through of a hinged cylindrical
panel). Per l'ultima applicazione, inoltre, & implementato un solutore per
un‘analisi in displacement control ed un solutore per un‘analisi in arc-length
control, in modo da seguire l'intero percorso di carico che si perderebbe con
il semplice algoritmo in force control. Le applicazioni sono richiamate con i
classici nomi presenti in letteratura.

5.1 Roll-up of a clamped beam

Si studia il comportamento di una trave incastrata ad un estremo e con un
momento ettente applicato all'altro.

Considerando i parametri elastici e costitutivi presentati in [12], il codice
non converge; si sceglie dunque di riprodurre l'applicazione seguendo i dati
presenti in [9], i quali de niscono lo shell con un modulo elastico parila =
1:00Q un coe ciente di Poisson nullo =0 ed uno spessore parih=1. La
trave presenta una larghezza pari ad ed una lunghezza pari 42 Si sceglie
di modellare la trave con25 elementi equispaziati in direzione longitudinale
e 2 elementi equispaziati in direzione trasversale. Si fa riferimento alla gura
5.1.
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Figura 5.1: In gura la con gurazione iniziale e, evidenziata in grigetto, la con-
gurazione deformata dell'applicazione. Immagine fedele a quanto ra gurato in

9.

Seguendo quanto de nito in [9], il momento che determina il completo ar-
rotolamento della trave pud essere ricavato analiticamente, imponendo una
con gurazione deformata a forma di circonferenza, a partire dal tensore ma-
teriale di deformazione secondo la legge elastica (2.22). Cosi facendo, si puo
veri care che si ottiene un momento totale all'estremo caricato pari a:

2 2
M = 2E| 1 2h
L 3 L2
avendo indicato conb la larghezza della trave e con = % il momento

d'inerzia della sezione. | , , , , .
L'analisi e svolta considerandd.O step di carico uniformi. In gura 5.2

riportata la con gurazione iniziale (si indica conforce il valore del momento
M agente). La mappa colori identi ca il modulo dello spostamento in riferi-
mento alla con gurazione iniziale. La super cie media dei tre nodi incastrati
presenta le seguenti coordinate (indicando per righe i tre nodi incastrati e
per colonne, rispettivamente, le coordinate, y e z).

0.0 0.0 0.0
0.0 0.5 0.0
0.0 1.0 0.0
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Disp
1.50e+01

1.35e+01
1.20e+01

Deformed configuration, step = 0, force = 0
1.05e+01
s f0 9.02¢+00
A 7.52e+00
2 6.02e+00
4.51
10 05 51e+00
3.01e+00

1.50e+00

0.00e+00

Figura 5.2

Nelle gure successive si riporta la con gurazione deformata ad ogni step
di carico.

'SP | 50e+01 Deformed configuration, step = 2, force = -8.3279 Disp 1.50e+01
7=
1.35e+01 1.35e+01
. _ _ 6
Deformed configuration, step = 1, force = -4.164 1.20+01 1.200+01
1.05e+01 1.05e+01
9.02e+00 9.02e+00
7.52e+00 7.52e+00
6.02e+00 6.02e+00
4.51e+00 4.51e+00
3.01e+00 3.01e+00
1.50e+00 1.50e+00
0.00e+00 0.00e+00
Deformed configuration, step = 3, force = -12.4919 Deformed configuration, step = 4, force = -16.6558 Disp
" 1 50401 1.50e+01
94 9~
8 1.35e+01 1.35e+01
7 1.20e+01 1.20e+01
6 1.05e+01 1.05e+01
5 9.02e+00 9.02e+00
N N
44 7.526+00 7.526+00
e 6.02e+00 6.02e+00
2
4.51e+00 4.51e+00
1
3.01e+00 3.01e+00
0
0 1.50e+00 1.50e+00
0.00e+00 0.00e+00
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Deformed configuration, step = 5, force = -20.8198 Disy Deformed configuration, step = 6, force = -24.9837

P Disp
1.50e+01 1.50e+01

79

1.35e+01 1.35e+01
1.20e+01 1.20e+01
1.05e+01 1.05e+01
9.02e+00 9.02e+00
N
7.52e+00 7.52e+00
6.02e+00 6.02+00
4.51e+00 4.51e+00
3.01e+00 3.01e+00
1.50e+00 1.50e+00
0.00e+00 0.00e+00
Deformed configuration, step = 7, force = -29.1477 Disp — Deformed configuration, step = 8, force = -33.3116 Disp —
6
1.35e+01 1.35e+01
1.20e+01 1.20e+01
1.05e+01 1.05e+01
9.02e+00 9.02e+00
7.52e+00 7.52e+00
6.02e+00 6.02e+00
4.51e+00 4.51e+00
3.01e+00 3.01e+00
1.50e+00 1.50e+00
0.00e+00 0.00e+00
Deformed configuration, step = 9, force = -37.4756 Disp Deformed configuration, step = 10, force = -41.6395 Disp

1.50e+01 1.50e+01

5+
1.35¢+01 1.350+01
4 1.20e+01 ’ 1.20e+01
1.05e+01 1.05e+01
34 9.02¢+00 ’ 9.02+00

N

7.526+00 7.52+00

24
6.026+00 6.026+00
14 4.51e+00 4.51e+00
3.01e+00 3.01e+00

0-L
2 1.50e+00 - € 1.50e+00

o K 4 E
" 05 0.006+00 . 0.006+00
X 2
y

Si nota che con il momento calcolato analiticamente si ha il completo
arrotolamento della mesh. Le coordinate dei nodi appartenenti all'estremo
libero alla convergenza risultano (indicando per righe i tre nodi all'estremo
libero e per colonne, rispettivamente, le coordinate, y e z).

0.104767318282422 -6.88534904759e-10 0.00340831133424287
0.104767318265396 0.499999999311465 0.00340831139908114
0.104767318248369 0.999999999311465 0.00340831146392191

5.1.1 Script di input

Si riporta lo script relativo al le di input.
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% Input

% %
Lengthx = 12;

Lengthy = 1;

ElementsAlongx = 25;

ElementsAlongy = 2;

% %
TotNodesElement = 4;

TotGaussPointsMembraneAndBending = 4;

TotGaussPointsShear = 1;

% %
ElasticModule = 1000;

PoissonCoefficient = 0.0;

% %
Height = 1;

ShearFactor = 5/6;

% %
TotDofSurfaceNode = 3;

TotDofDirectorNode = 2;

% %

TotSpaceDimensions = 3;

ExternalMoment = -2*pi*ElasticModule*(Lengthy*Height*3/12)/Lengthx ...
*(1-2*Height"2*pi"2/3/Lengthx"2);

ExternalForce = ExternalMoment;

% %

Tollerance = 10"-6;

Maxlterations = 100;

LoadSteps = 10;

% %
% Generate Problem
% %

NodesAlongx = ElementsAlongx+1;
NodesAlongy = ElementsAlongy+1;
Dx = Lengthx/ElementsAlongx;
Dy = Lengthy/ElementsAlongy;
ExternalMomentDistributed = ExternalMoment/(NodesAlongy-1);
| = eye(3); e3 = [0 0 1]}
% %
TotNodes = NodesAlongx*NodesAlongy;
TotElements = ElementsAlongx*ElementsAlongy;
TotDofNode = TotDofSurfaceNode+TotDofDirectorNode;
TotDofSurface = TotDofSurfaceNode*TotNodes;
TotDofDirector = TotDofDirectorNode*TotNodes;
TotDof = TotDofSurface+TotDofDirector;
TotDofSurfaceElement = TotDofSurfaceNode*TotNodesElement;
TotDofDirectorElement = TotDofDirectorNode*TotNodesElement;
TotDofElement = TotDofSurfaceElement+TotDofDirectorElement;
% %
XONodes = zeros(TotNodes,3);
tONodes = zeros(TotNodes,3);
RONodes = zeros(3*TotNodes,3);
Counter = 0;
for i = 1:NodesAlongx
for j = 1:NodesAlongy
Counter = Counter+1;
xONodes(Counter,:) = [(i-1)*Dx (j-1)*Dy O0];
tONormalized = [0 O 1];
tONodes(Counter,:) = tONormalized;
crosse3tONormalized = cross(e3,tONormalized’);
crosse3tONormalizedTens = [0 -crosse3tONormalized(3) crosse3tONormalized(2);...
crosse3tONormalized(3) 0 -crosse3tONormalized(1);...
-crosse3tONormalized(2) crosse3tONormalized(1) 0];
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end
end
%

RO = (e3*tONormalized')*I+crosse3tONormalizedTens ...
+(crosse3tONormalized*crosse3tONormalized’)/...
(1+(e3"*tONormalized"));

RONodes(3*(Counter-1)+1:3*Counter,:) = RO;

%

Connectivity = zeros(TotElements,4);

Counter = 0;

for i = 1:ElementsAlongx
FirstNodel = i*NodesAlongy+2;

FirstNode2

(i-1)*NodesAlongy+2;

FirstNode3 = (i-1)*NodesAlongy+1;
FirstNode4 = i*NodesAlongy+1;
for j = 1:ElementsAlongy

end
end
%

Counter = Counter+1;

Nodel = FirstNodel+j-1;
Node2 = FirstNode2+j-1;
Node3 = FirstNode3+j-1;
Node4 = FirstNode4+j-1;

Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];

0,

0

t0GaussPointsMembraneAndBending = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_1GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_2GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);

for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,))’; t02 = tONodes(Node2,:)";
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)";
for GPNumber = 1:TotGaussPointsMembraneAndBending
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsMembraneAndBending);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;
t0_1 = t01*N1_1+t02*N2_1+t03*N3_1+t04*N4_1;
t0_2 = t01*N1_2+t02*N2_2+t03*N3_2+t04*N4_2;
tONormalized = t0O/norm(t0,2);
t0_1Corrected = (t0_1-(tONormalized™t0_1)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0_2Corrected = (t0_2-(tONormalized*t0_2)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_1Corrected;
t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_2Corrected;
end
end
t0GaussPointsShear = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsShear);
for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:)’; t02 = tONodes(Node2,:)’;
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)";
for GPNumber = 1:TotGaussPointsShear
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsShear);
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N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);

N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;

tONormalized = tO/norm(t0,2);

t0GaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
end

end

% %

xNodes = xONodes;

tNodes = tONodes;

tGaussPointsMembraneAndBending = t0GaussPointsMembraneAndBending;
t_1GaussPointsMembraneAndBending = t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending = t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear = t0GaussPointsShear;

RNodes = RONodes;

% %
% Input boundary conditions
% %

BoundaryConditions = zeros(TotDof,1);

for i = 1:NodesAlongy
BoundaryConditions(3*(i-1)+1,1) = 1,
BoundaryConditions(3*(i-1)+2,1) = 1,
BoundaryConditions(3*(i-1)+3,1) = 1;
BoundaryConditions(TotDofSurface+2*(i-1)+1,1)
BoundaryConditions(TotDofSurface+2*(i-1)+2,1)

1
1
end
SizeFreeDof = 0;
for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) ==
SizeFreeDof = SizeFreeDof+1;
end
end
FreeDof = zeros(SizeFreeDof,1);
Counter = 0;
for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) ==
Counter = Counter+1;
FreeDof(Counter,1) = i;
end
end
% %
% Input external loads
% %
ExternalForces = zeros(TotDof,1);
ExternalForces(TotDofSurface+2*(TotNodes-NodesAlongy+1-1)+1,1) =
ExternalMomentDistributed/2;
for i = TotNodes-NodesAlongy+2:TotNodes-1
ExternalForces(TotDofSurface+2*(i-1)+1,1) = ExternalMomentDistributed;

end
ExternalForces(TotDofSurface+2*(TotNodes-1)+1,1) = ExternalMomentDistributed/2;
% %

Figures = gobjects(LoadSteps+1,1);

Movie = struct(‘cdata’,cell(LoadSteps+1,1),'colormap’,cell(LoadSteps+1,1));
% %
SavexNodesx = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesx(;,1) = xONodes(:,1);

SavexNodesy = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesy(:,1) = xONodes(:,2);

SavexNodesz = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesz(:,1) = xONodes(:,3);

% %
DisplacementPlot = zeros(LoadSteps+1,1);
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ForcePlot = zeros(LoadSteps+1,1);
NodePlot = TotNodes;

5.2 Pinched hemispherical shell with an 18 de-
grees hole

Si studia ora il comportamento di una mesh semisferica caratterizzata da un
foro in sommita dell'ampiezza di 18 In accordo ai dati riportati in [12], il
raggio della sfera é pari @0, il modulo elastico e il coe ciente di Poisson
risultano, rispettivamente, E = 6;825 10° e = 0;3, mentre lo spessore
degli elementi € scelto pari & = 0;04.

Il sistema € caratterizzato da quattro forze esterne poste in quattro punti
equidistanti sulla circonferenza di base, due verso l'interno e due verso I'e-
sterno, rispettivamente, in posizioni diametralmente opposte. Il modulo di
ogni forza e pari aF = 200. La traslazione dei quattro nodi sui quali &
applicata la forza é vincolata verticalmente e nelle direzioni opposte a quella
della forza applicata.

L'analisi € svolta considerand@56elementi per ottante. Si fa riferimento
alla gura 5.3 la quale riporta la mesh, iniziale e deformata, in corrispondenza
di una mesh conl6 elementi per ottante.

Figura 5.3: In gura la con gurazione iniziale e, evidenziata in grigetto, la con-
gurazione deformata dell'applicazione. Immagine fedele a quanto ra gurato in
[12].

L'analisi & svolta considerandd. 0 step di carico uniformi. In gura 5.4
riportata la con gurazione iniziale (si indica conforce il valore della singola
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forza F agente). La mappa colori identi ca il modulo dello spostamento in
riferimento alla con gurazione iniziale.

Disp
5.66e+00

Deformed configuration, step = 0, force = 0

5.09e+00

4.53e+00

3.96e+00

3.40e+00

2.83e+00

2.26e+00

1.70e+00

1.13e+00

5.66e-01

0.00e+00

Figura 5.4

Nelle gure successive si riporta la con gurazione deformata ad ogni step
di carico.

o 5.66e+00 o= 5.66e+00
Deformed configuration, step = 1, force = 20 Deformed configuration, step = 2, force = 40
5.09e+00 5.09e+00
4.53e+00 4.53e+00
3.96e+00 -+ 3.96e+00
3.40e+00 3.40e+00
2.83e+00 2.83e+00
2.26e+00 2.26e+00
1.70e+00 1.70e+00
1.13e+00 1.13e+00
5.66e-01 5.66e-01
0.00e+00 0.00e+00
o 5.66e+00 o= 5.66e+00
Deformed configuration, step = 3, force = 60 Deformed configuration, step = 4, force = 80
5.09e+00 5.09e+00
4.53e+00 4.53e+00
3.96e+00 3.96e+00
3.40e+00 3.40e+00
2.83e+00 2.83e+00
2.26e+00 2.26e+00
1.70e+00 1.70e+00
1.13e+00 1.13e+00
5.66e-01 5.66e-01
0.00e+00 0.00e+00
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Disp Disp
5.66e+00 5.66e+00
Deformed configuration, step = 5, force = 100 Deformed configuration, step = 6, force = 120
5.09e+00 5.09e+00
4.53e+00 4.53e+00
1 3.96e+00 3.96e+00
3.40e+00 3.40e+00
2.83e+00 2.83e+00
2.26e+00 2.26e+00
1.70e+00 1.70e+00
1.13e+00 1.13e+00
5.66e-01 5.66e-01
0.00e+00 0.00e+00
Disp Disp
5.66e+00 5.66e+00
Deformed configuration, step = 7, force = 140 Deformed configuration, step = 8, force = 160
5.09e+00 5.09+00
4.53e+00 4.53e+00
3.96e+00 3.96e+00
3.40e+00 3.40e+00
2.83e+00 2.83e+00
2.26e+00 2.26e+00
1.70e+00 1.70e+00
1.13e+00 1.13e+00
5.66e-01 5.66e-01
0.00e+00 0.00e+00
i 5.66+00 2 5.66e+00
Deformed configuration, step = 9, force = 180 Deformed configuration, step = 10, force = 200
5.09e+00 5.08e+00
4.53e+00 4.53e+00
1 3.96e+00 3.96e+00
3.40e+00 3.40e+00
2.83e+00 2.83e+00
2.26e+00 2.26e+00
1.70e+00 1.70e+00
1.13e+00 1.13e+00
5.66e-01 5.66e-01
0.00e+00 0.00e+00

In gura 5.5 é riportato un confronto con i risultati riportati in [12]; sono
indicati gli spostamenti dei nodi caricati dalle forze verso l'internogressed)
e verso l'esterno gtreched ), avendo indicato con un marker i punti corri-
spondenti ad ogni step di carico. In legenda, con la didascaamo et al. ,
si sono indicati i risultati riportati in [12].
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—®— Pressed node present formulation
—&— Stretched node present formulation
— — —-Pressed node Simo et al.

— — — - Stretched node Simo et al.

Displacements

0 . . . |
0 50 100 150 200

Force

Figura 5.5: Per un confronto con i dati nella presente formulazione, gli spostamen-
ti riportati in [12] sono stati moltiplicati per 2 in modo da tenere in considerazione
le condizioni di simmetria.

5.2.1 Script di input

Si riporta lo script relativo al le di input.

% Input

% %
ElementsForParallel = 16;

ElementsForMeridian = 16;

alpha = 18*pi/180;

R = 10;

% %
TotNodesElement = 4;

TotGaussPointsMembraneAndBending = 4;

TotGaussPointsShear = 1;

% %
ElasticModule = 6.825*10"7;

PoissonCoefficient = 0.3;

% %
Height = 0.04;

ShearFactor = 5/6;

% %

TotDofSurfaceNode = 3;
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TotDofDirectorNode = 2;

% %
TotSpaceDimensions = 3;

ExternalForce = 200;

% %
Tollerance = 107-6;

Maxlterations = 100;

LoadSteps = 10;

% %
% Generate Problem
% %

NodesForParallel = ElementsForParallel;

NodesForMeridian = ElementsForMeridian+1;

Dtheta = pi/2/ElementsForParallel;

DI = R*(pi/2-alpha)/ElementsForMeridian;

| = eye(3); e3 = [0 0 1]}

% %
TotNodes = 4*NodesForParallel*NodesForMeridian;

TotElements = 4*ElementsForParallel*ElementsForMeridian;
TotDofNode = TotDofSurfaceNode+TotDofDirectorNode;
TotDofSurface = TotDofSurfaceNode*TotNodes;

TotDofDirector = TotDofDirectorNode*TotNodes;

TotDof = TotDofSurface+TotDofDirector;

TotDofSurfaceElement = TotDofSurfaceNode*TotNodesElement;
TotDofDirectorElement = TotDofDirectorNode*TotNodesElement;
TotDofElement = TotDofSurfaceElement+TotDofDirectorElement;

% %
XONodes = zeros(TotNodes,3);

tONodes = zeros(TotNodes,3);

RONodes = zeros(3*TotNodes,3);

Counter = 0;
for i = 1:NodesForMeridian
phi = (i-1)*DI/R;
for j = 1:4*NodesForParallel

Counter = Counter+1,

theta = (j-1)*Dtheta;

X0 = [R*cos(phi)*cos(theta) R*cos(phi)*sin(theta) R*sin(phi)];

xONodes(Counter,:) = x0;

X0_theta = [-R*cos(phi)*sin(theta) R*cos(phi)*cos(theta) 0];

x0_phi = [-R*sin(phi)*cos(theta) -R*sin(phi)*sin(theta) R*cos(phi)];

t0 = cross(x0_theta,x0_phi);

tONormalized = tO/norm(t0,2);

tONodes(Counter,:) = tONormalized;

crosse3tONormalized = cross(e3,tONormalized’);

crosse3tONormalizedTens = [0 -crosse3tONormalized(3) crosse3tONormalized(2);...
crosse3tONormalized(3) 0 -crosse3tONormalized(1);...
-crosse3tONormalized(2) crosse3tONormalized(1) 0];

RO = (e3*tONormalized')*|+crosse3tONormalizedTens+ ...
(crosse3tONormalized*crosse3tONormalized')/(1+(e3*tONormalized"));

RONodes(3*(Counter-1)+1:3*Counter,:) = RO;

end
end
% %
Connectivity = zeros(TotElements,4);
Counter = 0;
for i = 1:ElementsForMeridian

FirstNodeMeridianl = i*4*ElementsForParallel+2;
FirstNodeMeridian2 = i*4*ElementsForParallel+1;
FirstNodeMeridian3 = (i-1)*4*ElementsForParallel+1;
FirstNodeMeridian4 = (i-1)*4*ElementsForParallel+2;
for j = 1l:4*ElementsForParallel-1

Counter = Counter+1;
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Nodel
Node2

FirstNodeMeridian1+j-1;
FirstNodeMeridian2+j-1;
Node3 = FirstNodeMeridian3+j-1;
Node4 = FirstNodeMeridian4+j-1;
Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];
end
Counter = Counter+1;
Node2 = Nodel;
Node3 = Node4;
Nodel = FirstNodeMeridian2;
Node4 = FirstNodeMeridian3;
Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];

end
% %
t0GaussPointsMembraneAndBending = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_1GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_2GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
for ElementNumber = 1:TotElements

Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2

Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4

t01 = tONodes(Nodel,:)'; t02 = tONodes(Node2,:)";

t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)’;

for GPNumber = 1:TotGaussPointsMembraneAndBending

[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsMembraneAndBending);

Connectivity(ElementNumber,2);
Connectivity(ElementNumber,4);

N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;
t0_1 = t01*N1_1+t02*N2_1+t03*N3_1+t04*N4_1;
t0_2 = t01*N1_2+t02*N2_2+t03*N3_2+t04*N4_2;
tONormalized = tO/norm(t0,2);
t0_1Corrected = (t0_1-(tONormalized*t0_1)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0_2Corrected = (t0_2-(tONormalized*t0_2)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber, GPNumber) = tONormalized;
t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_1Corrected;
t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_2Corrected;
end
end
t0GaussPointsShear = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsShear);
for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:)’; t02 = tONodes(Node2,:)";
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)';
for GPNumber = 1:TotGaussPointsShear
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsShear);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;
tONormalized = tO/norm(t0,2);
t0GaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
end
end
% %
xNodes = xONodes;
tNodes = tONodes;
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tGaussPointsMembraneAndBending = t0GaussPointsMembraneAndBending;
t_1GaussPointsMembraneAndBending = t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending = t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear = t0GaussPointsShear;

RNodes = RONodes;

% %
NodesAlongMeridianl = zeros(NodesForMeridian,1);

NodesAlongMeridian2 = zeros(NodesForMeridian,1);

NodesAlongMeridian3 = zeros(NodesForMeridian,1);

NodesAlongMeridian4 = zeros(NodesForMeridian,1);

FirstNodeMeridianl = 1;

FirstNodeMeridian2 = FirstNodeMeridian1+NodesForParallel;

FirstNodeMeridian3 = FirstNodeMeridian2+NodesForParallel;

FirstNodeMeridian4 = FirstNodeMeridian3+NodesForParallel;

PressedNode = FirstNodeMeridian1;

StretchedNode = FirstNodeMeridian2;

for i = 1:NodesForMeridian
Nodel = FirstNodeMeridian1+(i-1)*4*NodesForParallel;
Node2 = FirstNodeMeridian2+(i-1)*4*NodesForParallel;
Node3 = FirstNodeMeridian3+(i-1)*4*NodesForParallel;
Node4 = FirstNodeMeridian4+(i-1)*4*NodesForParallel;
NodesAlongMeridian1(i,1) = Nodel;
NodesAlongMeridian2(i,1) = Node2;
NodesAlongMeridian3(i,1) = Node3;
NodesAlongMeridian4(i,1) = Node4;

end
BoundaryConditions = zeros(TotDof,1);
for i = 1:NodesForMeridian
Nodel = NodesAlongMeridianl(i,1);
Node2 = NodesAlongMeridian2(i,1);
Node3 = NodesAlongMeridian3(i,1);
Node4 = NodesAlongMeridian4(i,1);
BoundaryConditions(3*Nodel-2+1,1) =
BoundaryConditions(3*Node2-2,1) = 1;
13

1

BoundaryConditions(3*Node3-2+1,1
BoundaryConditions(3*Node4-2,1)

~

1

end
BoundaryConditions(3*FirstNodeMeridian1)
BoundaryConditions(3*FirstNodeMeridian3)
SizeFreeDof = 0;
for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) == 1
SizeFreeDof = SizeFreeDof+1;
end

1
1

end
FreeDof = zeros(SizeFreeDof,1);
Counter = 0;
for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) ==
Counter = Counter+1;
FreeDof(Counter,1) = i;
end
end
% %
ExternalForces = zeros(TotDof,1);
ExternalForces(3*FirstNodeMeridian1-2,1) = -ExternalForce;
ExternalForces(3*FirstNodeMeridian2-2+1,1) = ExternalForce;
ExternalForces(3*FirstNodeMeridian3-2,1) = ExternalForce;
ExternalForces(3*FirstNodeMeridian4-2+1,1) = -ExternalForce;
% %
Figures = gobjects(LoadSteps+1,1);
Movie = struct(‘cdata’,cell(LoadSteps+1,1),'colormap’,cell(LoadSteps+1,1));

132



% %
SavexNodesx = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesx(:,1) = xONodes(:,1);

SavexNodesy = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesy(:,1) = xONodes(:,2);

SavexNodesz = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);

SavexNodesz(:,1) = xONodes(:,3);

% %
DisplacementPlot = zeros(LoadSteps+1,1);

ForcePlot = zeros(LoadSteps+1,1);

NodePlot = [PressedNode;StretchedNode];

5.2.2 Eversion of the hemisphere

Cambiando i parametri geometrici e costitutivi e le condizioni al contorno, in
riferimento alla gura 5.6 (la quale riporta la mesh considerand@6 elementi
per ottante), si riportano i risultati derivanti dall'applicazione di un carico
verticale verso il basso uniformemente distribuito sui nodi in corrsipondenza
del polo.

Figura 5.6: In gura la con gurazione iniziale e, evidenziata in grigetto, la
con gurazione deformata dell'applicazione.

Si considera un modulo elastico pari & = 1:000 un coe ciente di
Poisson pari a = 0;3 ed uno spessore dello shell parita= 0; 1. Il raggio
della sfera e pari al (mentre il foro in sommita mantiene sempre I'ampiezza
di 18°).
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I nodi in corrispondeza della circonferenza di base sono vincolati lungo le
tre direzioni. La risultante delle forze dirette verso il basso e pari 82 Si
sono considerat56 elementi per ottante.

L'analisi & svolta considerandd. 0 step di carico uniformi. In gura 5.7
riportata la con gurazione iniziale (si indica conforce il valore della singola
forza F agente). La mappa colori identi ca il modulo dello spostamento in
riferimento alla con gurazione iniziale.

In gura 5.8 é riportato il diagramma relativo allo spostamento dei nodi
caricati rispetto al valore della risultante delle forze agenti (quantita norma-
lizzate), rispettivamente alla convergenza per ogni step di carico, confrontato
con delle applicazioni simili relative ad una semisfera completa (senza il foro),
riportate in [8] e [12].
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Figura 5.7

Nelle gure successive si riporta la con gurazione deformata ad ogni step
di carico.
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— — — -Majorana, Salomani
— — —-Simo et al.
—&— Present formulation

Normalized Force

0 0.5 1 1.5 2 25
Normalized Displacement

Figura 5.8: In ascissa lo spostamento ' normalizzato: '=R , rispettivamente,
dei nodi in corrispondenza della circonferenza sul foro per la presente formulazione,
del nodo in corrispodenza del polo per le pubblicazioni [8], [12]. In ordinata la
risultante delle forze esterneF normalizzata: F=(Eh?).

5.2.2.1 Script di input

Si riporta lo script relativo al le di input.

% Input

% %
ElementsForParallel = 16;

ElementsForMeridian = 16;

alpha = 18*pi/180;

R = 1;

% %
TotNodesElement = 4;

TotGaussPointsMembraneAndBending = 4;

TotGaussPointsShear = 1;

% %
ElasticModule = 1000;

PoissonCoefficient = 0.3;

% %
Height = 0.1;

ShearFactor = 5/6;

% %
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TotDofSurfaceNode
TotDofDirectorNode
% %
TotSpaceDimensions = 3;

ExternalForce = 12;

% %
Tollerance = 107-6;

Maxlterations = 20;

LoadSteps = 10;

3;
2;

% %
% Generate Problem
% %

NodesForParallel = ElementsForParallel;

NodesForMeridian = ElementsForMeridian+1;

Dtheta = pi/2/ElementsForParallel;

DI = R*(pi/2-alpha)/ElementsForMeridian;

| = eye(3); e3 = [0 0 1]}

% %
TotNodes = 4*NodesForParalle*NodesForMeridian;

TotElements = 4*ElementsForParallel*ElementsForMeridian;
TotDofNode = TotDofSurfaceNode+TotDofDirectorNode;
TotDofSurface = TotDofSurfaceNode*TotNodes;

TotDofDirector = TotDofDirectorNode*TotNodes;

TotDof = TotDofSurface+TotDofDirector;

TotDofSurfaceElement = TotDofSurfaceNode*TotNodesElement;
TotDofDirectorElement = TotDofDirectorNode*TotNodesElement;
TotDofElement = TotDofSurfaceElement+TotDofDirectorElement;

% %
xONodes = zeros(TotNodes,3);

tONodes = zeros(TotNodes,3);

RONodes = zeros(3*TotNodes,3);

Counter = 0;
for i = 1:NodesForMeridian
phi = (i-1)*DI/R;
for j = 1:4*NodesForParallel

Counter = Counter+1,

theta = (j-1)*Dtheta;

X0 = [R*cos(phi)*cos(theta) R*cos(phi)*sin(theta) R*sin(phi)];

XONodes(Counter,:) = x0;

x0_theta = [-R*cos(phi)*sin(theta) R*cos(phi)*cos(theta) 0];

X0_phi = [-R*sin(phi)*cos(theta) -R*sin(phi)*sin(theta) R*cos(phi)];

t0 = cross(x0_theta,x0_phi);

tONormalized = t0O/norm(t0,2);

tONodes(Counter,:) = tONormalized;

crosse3tONormalized = cross(e3,t0Normalized’);

crosse3tONormalizedTens = [0 -crosse3tONormalized(3) crosse3tONormalized(2);...
crosse3tONormalized(3) 0 -crosse3tONormalized(1);...
-crosse3tONormalized(2) crosse3tONormalized(1) 0];

RO = (e3*tONormalized')*|+crosse3tONormalizedTens ...
+(crosse3tONormalized*crosse3tONormalized')/(1+(e3*tONormalized"));

RONodes(3*(Counter-1)+1:3*Counter,:) = RO;

end
end
% %
Connectivity = zeros(TotElements,4);
Counter = 0;
for i = 1:ElementsForMeridian
FirstNodel = i*4*ElementsForParallel+2;
FirstNode2 = i*4*ElementsForParallel+1;
FirstNode3 = (i-1)*4*ElementsForParallel+1;

FirstNode4 = (i-1)*4*ElementsForParallel+2;
for j = l:4*ElementsForParallel-1
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Counter = Counter+1;
Nodel = FirstNodel+j-1;
Node2 = FirstNode2+j-1;
Node3 = FirstNode3+j-1;
Node4 = FirstNode4+j-1;
Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];
end
Counter = Counter+1;
Node2 = Nodel,;
Node3 = Node4;
Nodel = FirstNode2;
Node4 = FirstNode3;
Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];

end
% %
t0GaussPointsMembraneAndBending = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_1GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
t0_2GaussPointsMembraneAndBending = zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:)’; t02 = tONodes(Node2,:)’;
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)";
for GPNumber = 1:TotGaussPointsMembraneAndBending
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsMembraneAndBending);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);
N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2 = DerShapeFunction(4,2,GP);

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;
t0_1 = t01*N1_1+t02*N2_1+t03*N3_1+t04*N4_1;
t0_2 = t01*N1_2+t02*N2_2+t03*N3_2+t04*N4_2;
tONormalized = tO/norm(t0,2);
t0_1Corrected = (t0_1-(tONormalized*t0_1)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0_2Corrected = (t0_2-(tONormalized*t0_2)*tONormalized)/norm(t0,2);
t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_1Corrected;
t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_2Corrected;
end
end
t0OGaussPointsShear = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsShear);
for ElementNumber = 1:TotElements
Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:)’; t02 = tONodes(Node2,:)';
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)’;
for GPNumber = 1:TotGaussPointsShear
[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsShear);
N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);
N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);
t0 = t01*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;
tONormalized = tO/norm(t0,2);
t0GaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
end
end
% %
xNodes = xONodes;
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tNodes = tONodes;

tGaussPointsMembraneAndBending = t0GaussPointsMembraneAndBending;
t_1GaussPointsMembraneAndBending = t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending = t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear = t0GaussPointsShear;

RNodes = RONodes;

% %
% Input boundary conditions
% %

BoundaryConditions = zeros(TotDof,1);
BoundaryConditions(1:3*4*NodesForParallel) = ones(3*4*NodesForParallel,1);
% BoundaryConditions ...
SizeFreeDof = 0;
for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) == 1
SizeFreeDof = SizeFreeDof+1;

end
end
FreeDof = zeros(SizeFreeDof,1);
Counter = 0;

for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) == 0
Counter = Counter+1;
FreeDof(Counter,1) = i;

end
end
% %
% Input external loads
% %

ExternalForces = zeros(TotDof,1);
FirstNode = 4*NodesForParallel*(NodesForMeridian-1);
ExternalPressure = ExternalForce/4/NodesForParallel;
for i = 1:4*NodesForParallel
Node = FirstNode+i;
ExternalForces(3*Node,1) = -ExternalPressure;
end
NodePlot = Node;
% %
Figures = gobjects(LoadSteps+1,1);
Movie = struct(‘cdata’,cell(LoadSteps+1,1),'colormap’,cell(LoadSteps+1,1));
% %
SavexNodesx = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesx(:,1) = xONodes(:,1);
SavexNodesy = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesy(:,1) = xONodes(:,2);
SavexNodesz = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesz(:;,1) = xONodes(:,3);
% %
DisplacementPlot = zeros(LoadSteps+1,1);
ForcePlot = zeros(LoadSteps+1,1);

5.3 Snap-through of a hinged cylindrical panel

La terza geometria proposta € in riferimento ad una super cie cilindrica,
di ampiezza0; 2 rad, raggio 2.540 e lunghezzab08 | parametri geometri-
ci e costitutivi dello shell de niscono un modulo elasticde = 3:102 75, |l
coe ciente di Poisson =0;3 e lo spessore dello sheill=6; 35.
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Il sistema é caratterizzato da una forza esterna spingente verso il basso
sul nodo di simmetria pari aF = 800. Sono state bloccate le traslazioni
lungo le tre direzioni nei nodi in corrispondenza delle due generatrici esterne.

Si nota che la struttura € de nita da quattro super ci cilindriche in modo
simmetrico.

L'analisi &€ stata svolta consideranddl6 elementi per supercie. Si fa
riferimento alla gura 5.9, la quale riporta la mesh iniziale e quella deformata.

Figura 5.9: In gura la con gurazione iniziale e, evidenziata in grigetto, la con-
gurazione deformata dell'applicazione. Immagine fedele a quanto ra gurato in
[12].

In questo caso, I'analisi &€ svolta considerand0 step di carico uniformi.
In gura 5.10 e riportata la con gurazione iniziale (si indica conforce il
valore della singola forz& agente).

La mappa colori identi ca il modulo dello spostamento in riferimento alla
con gurazione iniziale.
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Figura 5.10

Nelle gure successive si riporta la con gurazione deformata ad ogni step
di carico.
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Deformed configuration, step = 9, force = -240

Deformed configuration, step = 11, force = -293.3333

Deformed configuration, step = 13, force = -346.6667

Deformed configuration, step = 15, force = -400

Disp

|

Disp

|

Disp

200 ‘

Disp

”‘

3.02e+01
2.72e+01
2.42e+01
2.12e+01
1.81e+01
1.51e+01
1.21e+01
9.06e+00
6.04e+00
3.02e+00

0.00e+00

3.02e+01
2.72e+01
2.42e+01
2.12e+01
1.81e+01
1.51e+01
1.21e+01
9.06e+00
6.04e+00
3.02e+00

0.00e+00

3.02e+01
2.72e+01
2.42e+01
2.12e+01
1.81e+01
1.51e+01
1.21e+01
9.06e+00
6.04e+00
3.02e+00

0.00e+00

3.02e+01
2.72e+01
2.42e+01
2.12e+01
1.81e+01
1.51e+01
1.21e+01
9.06e+00
6.04e+00
3.02e+00

0.00e+00

142

Deformed configuration, step = 10, force = -266.6667

Deformed configuration, step = 12, force = -320

Deformed configuration, step = 14, force = -373.3333

Deformed configuration, step = 16, force = -426.6667
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Deformed configuration, step = 17, force = -453.3333

Deformed configuration, step = 19, force = -506.6667
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Deformed configuration, step = 23, force = -613.3333
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Deformed configuration, step = 18, force = -480

Deformed configuration, step = 20, force = -533.3333

Deformed configuration, step = 22, force = -586.6667

Deformed configuration, step = 24, force = -640
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Deformed configuration, step = 25, force = -666.6667 Deformed configuration, step = 26, force = -693.3333
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In gura 5.11 sono riportati i valori della forza esterna e dello spostamento
verticale nel nodo centrale ad ogni step di carico, confrontati con l'intero
percorso di carico riportato in [12].

Osservando le gure precedenti, si nota che fra lo step numeiZ8 e
lo step numero24 la con gurazione subisce uno spostamento improvviso
caratterizzato dal cambio di concavita della super cie cilindrica.

Osservando la gura 5.11, infatti, ci si accorge che, incrementando il carico
a partire dallo step numero23, non € possibile considerare tutto il percorso
tensionale della struttura, de nito dalla linea tratteggiata.
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Figura 5.11

5.3.1 Script di input

Si riporta lo script relativo al le di input.

% Input

% %
ElementsTheta = 4;

ElementsLength = 4;

Theta = 0.1;

R = 2540;

Length = 2*254;

% %
TotNodesElement = 4;

TotGaussPointsMembraneAndBending = 4;

TotGaussPointsShear = 1;

% %
ElasticModule = 3102.75;

PoissonCoefficient = 0.3;

% %
Height = 6.35;

ShearFactor = 5/6;

% %
TotDofSurfaceNode = 3;

TotDofDirectorNode = 2;

% %
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TotSpaceDimensions = 3;

ExternalForce = -800;

% %
Tollerance = 107-6;

Maxlterations = 100;

LoadSteps = 30;

% %
% Generate Problem
% %

NodesTheta = 2*ElementsTheta+1;
NodesLength = 2*ElementsLength+1;
Dtheta = Theta/ElementsTheta;
DL = Length/2/ElementsLength;
CentralNode = NodesTheta*(NodesLength-1)/2+(NodesTheta-1)/2+1;
| = eye(3); e3 = [0 0 1]}
TotNodes = NodesTheta*NodesLength;
TotElements = 4*ElementsTheta*ElementsLength;
% %
TotDofNode = TotDofSurfaceNode+TotDofDirectorNode;
TotDofSurface = TotDofSurfaceNode*TotNodes;
TotDofDirector = TotDofDirectorNode*TotNodes;
TotDof = TotDofSurface+TotDofDirector;
TotDofSurfaceElement = TotDofSurfaceNode*TotNodesElement;
TotDofDirectorElement = TotDofDirectorNode*TotNodesElement;
TotDofElement = TotDofSurfaceElement+TotDofDirectorElement;
% %
XONodes = zeros(TotNodes,3);
tONodes = zeros(TotNodes,3);
RONodes = zeros(3*TotNodes,3);
Counter = 0;
for i = 1:NodesLength
y = -Length/2+(i-1)*DL;
for j = 1:NodesTheta
Counter = Counter+1;
theta = -Theta+(j-1)*Dtheta;
X0 = [R*sin(theta) y R*cos(theta)];
xONodes(Counter,:) = x0;
x0_theta = [R*cos(theta) 0 -R*sin(theta)];
x0_y = [0 1 0];
t0 = cross(x0_theta,x0_y);
tONormalized = tO/norm(t0,2);
tONodes(Counter,:) = tONormalized;
crosse3tONormalized = cross(e3,tONormalized’);
crosse3tONormalizedTens = [0 -crosse3tONormalized(3) crosse3tONormalized(2);...
crosse3tONormalized(3) 0 -crosse3tONormalized(1);...
-crosse3tONormalized(2) crosse3tONormalized(1) 0];
RO = (e3"*tONormalized')*|+crosse3tONormalizedTens+ ...
(crosse3tONormalized*crosse3tONormalized')/(1+(e3*tONormalized"));
RONodes(3*(Counter-1)+1:3*Counter,:) = RO;

end
end
% %
Connectivity = zeros(TotElements,4);
Counter = 0;
for i = 1:NodesLength
FirstNodel = i*NodesTheta+2;
FirstNode2 = i*NodesTheta+1;
FirstNode3 = (i-1)*NodesTheta+1;

FirstNode4 = (i-1)*NodesTheta+2;

for j = 1:2*ElementsTheta
Counter = Counter+1,;
Nodel = FirstNodel+j-1;
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end
%

Node2 = FirstNode2+j-1;

Node3 = FirstNode3+j-1;

Node4 = FirstNode4+j-1;

Connectivity(Counter,:) = [Nodel Node2 Node3 Node4];
end

%

t0GaussPointsMembraneAndBending =
t0_1GaussPointsMembraneAndBending
t0_2GaussPointsMembraneAndBending

zeros(3*TotElements, TotGaussPointsMembraneAndBending);
= zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);
= zeros(TotElements*3,TotGaussPointsMembraneAndBending);

for ElementNumber = 1:TotElements

end

Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:))’; t02 = tONodes(Node2,:)";
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)";
for GPNumber = 1:TotGaussPointsMembraneAndBending

[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsMembraneAndBending);

N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);

N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

N1_1 = DerShapeFunction(1,1,GP); N1_2 = DerShapeFunction(1,2,GP);
N2_1 = DerShapeFunction(2,1,GP); N2_2 = DerShapeFunction(2,2,GP);
N3_1 = DerShapeFunction(3,1,GP); N3_2 = DerShapeFunction(3,2,GP);

N4_1 = DerShapeFunction(4,1,GP); N4_2

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;

t0_1 = t01*N1_1+t02*N2_1+t03*N3_1+t04*N4_1;

t0_2 = t01*N1_2+t02*N2_2+t03*N3_2+t04*N4_2;

tONormalized = tO/norm(t0,2);

t0_1Corrected = (t0_1-(tONormalized™*t0_1)*tONormalized)/norm(t0,2);

t0_2Corrected = (t0_2-(tONormalized™*t0_2)*tONormalized)/norm(t0,2);

t0GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber, GPNumber) = tONormalized;

t0_1GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_1Corrected;

t0_2GaussPointsMembraneAndBending ...
(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = t0_2Corrected;

DerShapeFunction(4,2,GP);

end

t0GaussPointsShear = zeros(3*TotElements, TotGaussPointsShear);
for ElementNumber = 1:TotElements

end
%

Nodel = Connectivity(ElementNumber,1); Node2 = Connectivity(ElementNumber,2);
Node3 = Connectivity(ElementNumber,3); Node4 = Connectivity(ElementNumber,4);
t01 = tONodes(Nodel,:)’; t02 = tONodes(Node2,:)’;
t03 = tONodes(Node3,:)’; t04 = tONodes(Node4,:)';
for GPNumber = 1:TotGaussPointsShear

[GP,~] = GaussPoint(GPNumber, TotGaussPointsShear);

N1 = ShapeFunction(1,GP); N2 = ShapeFunction(2,GP);

N3 = ShapeFunction(3,GP); N4 = ShapeFunction(4,GP);

t0 = tO1*N1+t02*N2+t03*N3+t04*N4;

tONormalized = tO/norm(t0,2);

t0GaussPointsShear(3*(ElementNumber-1)+1:3*ElementNumber,GPNumber) = tONormalized;
end

%

xNodes = xONodes;

tNodes = tONodes;

tGaussPointsMembraneAndBending = t0GaussPointsMembraneAndBending;
t_1GaussPointsMembraneAndBending = t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
t_2GaussPointsMembraneAndBending = t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
tGaussPointsShear = t0GaussPointsShear;

RNodes = RONodes;

%

NodesAlongLeftHinge = zeros(NodesLength,1);
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NodesAlongRightHinge = zeros(NodesLength,1);

for i = 1:NodesLength
NodesAlongLeftHinge(i,1) = (i-1)*NodesTheta+1;
NodesAlongRightHinge(i,1) = (i-1)*NodesTheta+NodesTheta;

end

BoundaryConditions = zeros(TotDof,1);

for i = 1:NodesLength
Nodel = NodesAlongLeftHinge(i,1);
Node2 = NodesAlongRightHinge(i,1);
BoundaryConditions(3*Nodel-2,1) = 1;
BoundaryConditions(3*Node1-1,1) = 1;
BoundaryConditions(3*Nodel,1) = 1;
BoundaryConditions(3*Node2-2,1) = 1;
BoundaryConditions(3*Node2-1,1) = 1;
BoundaryConditions(3*Node2,1) = 1;

end

SizeFreeDof = 0;

for i = 1:TotDof
if BoundaryConditions(i,1) == 1

SizeFreeDof = SizeFreeDof+1;

end
end
FreeDof = zeros(SizeFreeDof,1);
Counter = 0;

for i = 1:TotDof

if BoundaryConditions(i,1) == 0

Counter = Counter+1;
FreeDof(Counter,1) = i;

end
end
% %
ExternalForces = zeros(TotDof,1);
ExternalForces(3*CentralNode,1) = ExternalForce;
% %
Figures = gobjects(LoadSteps+1,1);
Movie = struct(‘cdata’,cell(LoadSteps+1,1),'colormap’,cell(LoadSteps+1,1));
% %
SavexNodesx = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesx(:,1) = xONodes(:,1);
SavexNodesy = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesy(:,1) = xONodes(:,2);
SavexNodesz = zeros(TotNodes,LoadSteps+1);
SavexNodesz(:,1) = xONodes(:,3);
% %
NodePlot = CentralNode;
ForcePlot = zeros(LoadSteps+1,1);
DisplacementPlot = zeros(LoadSteps+1,1);

5.3.2 Displacement control

Si presenta ora un'analisi de nita incontrollo di spostamento(displacement
control), per la quale si impone che lo spostamento del nodo centrale ad
ogni step sia pari ad un incremento noto ' , ipotizzato costante. A tal
ne, essendo che in questo caso il valore del vettore delle forze estgffg;]
corrispondente allo spostamento ipotizzato risulta un'incognita, esso viene
riscritto come il prodotto fra una quantita costante (e nota)[Fex] €d uno
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scalare 2 R. In questo modo, avendo aggiunto una variabile al sistema
vettoriale (3.56), € necessaria un'ulteriore equazione:

f(y="9 "*4% =0 (5.1)

corrispondente alla congruenza dello spostamento per il nodo centradle
Con l'apice [s 1] si indicano le grandezze corrispondenti allo step di ca-
rico precedentes 1. Ad ogni step, il sistema da risolvere risulta, dunque,
caratterizzato dalla (3.56), alla quale viene aggiunta la precedente:

R( ; = [Fint Fexx] =[0
h%:ﬂﬁyﬂLJ['LJ] 5.2)
Si nota che, in questo caso, il vettore residufiR] € in funzione anche del
parametro

Volendo risolvere il sistema (5.2) seguendo lo schema di Newton-Raphson,
ad ogni step le due equazioni della (5.2) vengono sviluppate a partire da una
con gurazione( ®; ), Lo sviluppo della prima equazione al primo ordine
risulta:

[R( D, &y =TR( ®+ (). (k) 4 ]

RC M1 %( F (k))[ ek %( ) () vE 63
=[R( Y5 W)+ KO 9] W[Fex] = [0]

Lo sviluppo della seconda, invece:

f( (k+1) + (k+1)) — f( (k) + (k))

F( )+ %f ®=f( O)y+[r[ ®]=0 (5.4)

avendo introdotto il vettore [r], di dimensioni5Ny 1, contenente tutti zeri
eccetto il valore pari adl nella posizione corrispondente al grado di liberta
relativo all'abbassamento del nodo centrale, seguendo la numerazione della
mesh. Lo sviluppo arrestato al primo ordine del sistema (5.2) risulta, dunque:

RED] _ RO] KO [Fel [ ®] _ (0]
f (k+1) - f (k) + [r]T 0 (k) - 0 (5.5)
Invertendo la relazione precedente, si ottengono gliincremefpti W]e )
da attribuire alla con gurazione, secondo la procedura descritta della (3.3), e
al parametro , secondo k*) = 4+ () |terando no a convergenza, Si
ottiene la con gurazione corrispondente all'incremento di spostamento’ .
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Il procedimento é riassunto nell'algoritmo seguente, il humero di incre-
menti di spostamento considerati € indicato dal numero DisplacementStep.

input : [Fex]; Toll; Maxliter; DisplacementSteps ' ;
set: W =0;
for every DisplacementStepdo

set: k=0;Err=+1;

get: ' ¢ 1.
while Err > Toll and k < Maxlter do
k=k+1

get: K ; [F®:
[ROT=[FiF]  ©[Feq;
£ = I3(k) ' I3[8 1] .
Err = k [RW] £ k;

[ ®] _ K®  [Fed ' [R®]

G = " 0 fl
[ (D)= update[ “T[  ®);;
(k+1) = (k) 4 (k)’
end while

end for

L'algoritmo e implementato nella function _ _
NonLinearSolverDisplacementControl , riportata di seguito.

function NonLinearSolverDisplacementControl(Global)
% %
fExtTotal = Global.External.ExternalForces;
FreeDof = Global.External.FreeDof; FreeDofDC = [FreeDof;Global.Mesh.TotDof+1];
Du = zeros(Global.Mesh.TotDof+1,1);
% %
lambda = 0; DuDC = -1,
for Step = 1:Global.Solver.LoadSteps
Iteration = O;
xDCO = Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePIot,3);
fExt = lambda*fExtTotal;
XxDCNew = Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePIot,3); uDCNew = xDCNew-xDCO;
% %
Iteration = Iteration+1;
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1); K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);
fintElement = InternalForces(Global,ElementNumber);
K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);
fint = AssemblelnternalForces(fInt,fintElement,Global,ElementNumber);
end
fintDC = [fint; uDCNew]; fExtDC = [fExt;DuDC];
JnRow = zeros(1,Global.Mesh.TotDof); JnRow(1,3*Global.Plot.NodePlot) = 1;
KDC = [K -fExtTotal;JnRow O];
ResDC = fIntDC-fExtDC; Err = norm(ResDC(FreeDofDC),2);
Du(FreeDofDC,1) = -KDC(FreeDofDC,FreeDofDC)\ResDC(FreeDofDC);
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DxNodes = Du(1:Global.Mesh.TotDofSurface);
DTNodes = Du(Global.Mesh.TotDofSurface+1:Global.Mesh.TotDof,1);
Dlambda = Du(Global.Mesh.TotDof+1);
UpdateSurface(Global,DxNodes); UpdateDirector(Global,DTNodes);
while Err > Global.Solver.Tollerance && Iteration < Global.Solver.MaxIterations
Iteration = lteration+1;
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
% %
lambda = lambda+Dlambda;
fExt = lambda*fExtTotal;
% %
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);
fIntElement = InternalForces(Global,ElementNumber);
K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);
fint = AssemblelnternalForces(fInt,fintElement,Global,ElementNumber);
end
xDCNew = Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePlot,3); uDCNew = xDCNew-xDCO;
fintDC = [fint; uDCNew]; fExtDC = [fExt;DuDC];
JnRow = zeros(1,Global.Mesh.TotDof); JnRow(1,3*Global.Plot.NodePlot) = 1,
KDC = [K -fExtTotal;JnRow O0];
ResDC = fIntDC-fExtDC; Err = norm(ResDC(FreeDofDC),2);
Du(FreeDofDC,1) = -KDC(FreeDofDC,FreeDofDC)\ResDC(FreeDofDC);
DxNodes = Du(1:Global.Mesh.TotDofSurface);
DTNodes = Du(Global.Mesh.TotDofSurface+1:Global.Mesh.TotDof,1);
Dlambda = Du(Global.Mesh.TotDof+1);
UpdateSurface(Global,DxNodes); UpdateDirector(Global,DTNodes);

end
if Iteration >= 100
error('Reached max number of iterations');
end
lambda = lambda+Dlambda;
% %
Global.Plot.SavexNodesx(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,1);
Global.Plot.SavexNodesy(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,2);
Global.Plot.SavexNodesz(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,3);
% %
Global.Plot.ForcePlot(Step+1,1) = lambda*Global.External.ExternalForce;
Global.Plot.DisplacementPlot(Step+1,1) = ...
-(Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePlot,3) ...
-Global.Configuration.xONodes(Global.Plot.NodePlot,3));

% %
end
% %
end

L'analisi & svolta considerand@®0 step di incremento di spostamento unifor-
mi, corripondentia ' = 1

Nelle gure successive si riporta la con gurazione deformata ad ogni step
di carico.
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Deformed configuration, step = 1, force = -95.7297

Deformed configuration, step = 3, force = -250.3304

Deformed configuration, step = 5, force = -367.0329

Deformed configuration, step = 7, force = -457.2394
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Deformed configuration, step = 2, force = -178.5893

Deformed configuration, step = 4, force = -312.6315

Deformed configuration, step = 6, force = -414.8739

Deformed configuration, step = 8, force = -494.9164
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In gura 5.10 e riportata la con gurazione iniziale. In gura 5.12 sono
riportati i valori della forza esterna e dello spostamento verticale nel nodo
centrale ad ogni step di carico, confrontati con l'intero percorso tensionale
riportato in [12].

Si nota che, incrementando I'abbassamento del nodo centrale fra lo step
numero 16 e lo step numerol?, la struttura subisce un cambio repentino di
con gurazione descritto dall'abbassamento delle due zone centrali opposte;
analogamente, anche la forza esterna si riduce in modo discontinuo. Anche
in questo caso, l'intero percorso tensionale della struttura non viene seguito.
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Si riporta di seguito il main per richiamare I'algoritmo in displacement
control.

% Fem Solver for nonlinear geometrically exact shell element

% %
Global = Generate('InputFile');
NonLinearSolverDisplacementControl(Global);

% %
PlotConfigurations(Global);

Figura 5.12

5.3.3 Arc-length control

Per seguire l'intero percorso tensionale, & necessario implementare un solu-
tore con controllo arc-length (arc-length control), il quale mette a sistema
I'equazione di equilibrio (3.56), con un'equazione di congruenza, analoga alla
(5.1) in riferimento ad un algoritmo in displacement control. Per ogni step,
de nendo le quantita:

X , X
[D )= [ O] D W= O] (5.6)

i=1 i=1
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(corrispondenti alla somma di ogni incremento ad ogni iterazione delle pre-
cedenti quantita, in riferimento al singolo step di carico), si impone che la
norma al quadrato del vettore[Ds®] = [D ®] D ®[F..] ' sia co-
stante ad ogni incremento e ad ogni iterazione e pari ad una costante scelta
R? 2 R, avendo introdotto il parametro di scala 2 R, scelto per la presente
applicazione pari adl. Il punto ottenuto ad ogni step consiste nel'intersezio-
ne fra il percorso tensionale de nito d&b Ny + 1 variabili (corrispondenti

ai 5 Ny gradi di liberta della mesh ai quali viene aggiunta la variabile)

ed un'ipersfera di raggioR. Il sistema da risolvere risulta, dunque:

(
[R( ; )]:[Fint( )] [Fext]:[o]

f( ;)=[D TD 1+ 2D ZFel"[Fex] R2=0 ®.7)

avendo de nito la funzionef , la quale, a di erenza dell'algoritmo in displace-
ment control, risulta in funzione anche di . Il sistema precedente potrebbe
essere risolto con un algoritmo di Newton-Raphson in modo analogo alla
formulazione della sezione precedente; tuttavia, si € scelto di seguire la pro-
cedura di Chris eld, seguendo quanto riportato in [1]. Si sviluppa al primo
ordine, dunque, la prima equazione del sistema (5.7), in modo analogo alla
(5.3):

[R( (k+1) : (k+1) )] = [R( (k) + (k); (k) + (k))]

RO ®; ey B, € ©= 58)

( (K); (k) ( (K); (k)
=[RO)]+ KO[ ®]  OF]=[0]
Dalla precedente, si puo ottenere il vettorf (9], il quale risulta in funzione
di ~ *:

[ 1= KW RO+ OK® HEe = P1+ O ]

(5.9)
avendo de nito | (Rk)] el (Fk)]. Sostituendo la (5.9) nella seconda del
sistema (5.7) e svolgendo i calcoli, si ottiene un'equazione di secondo grado
nellincognita ~ (:

apta ®W+a 20=0 (5.10)
avendo introdotto i coe cienti:
=D 1W+[ DT 19+ PN+ D WF]"[Fea] R
a=2[ PO W+ PN+ 2D O[Feu] [Fex]
2= YT I+ Fex] [Fex]
(5.11)
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Risolvendo la (5.10) si ottengono due valori di (1"% e, di conseguenza, due

valori di [ 1] secondo la (5.9), che de niscono due vettori generalizzati
[s(l';‘%]. Questi, de niscono le due intersezioni fra la tangente alla curva del
percorso di carico e l'ipersfera di raggi®: una soluzione si avvicina alla
soluzione coerente all'evoluzione del percorso di carico, l'altra secondo il per-
corso inverso. Per scegliere la soluzione corretta, si considera quale soluzione
massimizza il coseno dell'angolo fra il vettorgs(¥] e il vettore all'iterazione
precedente[sk V], indicato concos(®]; [st Y]):
[S(k)]T [S(k 1)]
R2
Ottenuta la soluzione corretta, si aggiornano le variabili:
[ 1= update[ “L[ ) [D “P]=[D ©p+[ O]
(k+1) — (k) 4 (k) D k1) = p k) 4+ (k)

cos(B¥]; [s* V]) = (5.12)

(5.13)
dove con la procedure update si intende la procedura descritta dalla (3.3).
Iterando no a convergenza, si ha la soluzione. Si osserva che, seguendo que-
sto procedimento, all'inizio di ogni step, non essendo noto il vettofg®® Y],
non € possibile scegliere la soluzione corretta secondo la (5.12). In questo
caso, in riferimento al primo step dell'analisi, si procede scegliendo la solu-
zione () dello stesso segno di dgt (), per gli step successivi, invece, si
assume comdsk V] l'ultimo vettore [s] calcolato alliterazione precedente
(si ver ca facilmente che, alla prima iterazione, il coe cientea; della (5.10)
risulta pari a zero, di conseguenza si ha (1") = (2")).
Il procedimento é riassunto nell'algoritmo seguente.

input : [Fex]; Toll; Maxliter; Steps R;
set: @ =0;
get: KO [FO];
ROT=[F]  OfFexl;
Err = K[ROk;
for every Stepdo
set: k=0;Err=+1;
set: [D ®]=[0];D ®=0;
while Err > Toll and k < Maxlter do
k=k+1
[ <R'<)] = K® IRK:
[ P1= KO G

0=(D W+ FDPTD 19+
+ (Rk)])"' D M[Feq] [Fex] R%
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a=2[ IO W+ PN+ D O[Feq] [Fex];
2= Tlpel+ Fea] [Fexl

(_ @ a8 4ad
12 2&2
if Step=0 And k =1; then
it sgn( () = sgn(det(K )); then
K).

W=
1 »

else ”
(k) = 5

end if
W= @1+ O O
D ®D]=[D O]+[
D k) = p W4 (K-
[Dsk]= D ®D] D CD[F,]";
else
I B E A Y
D $Y1=[D ©1+[ ¥
D (k1) = 91 ) + (1'3; |
Ds«]= D &Y D &V [Fa

(K) 1T ra(k 1)
S5 S
cos 12 - [ 1,2] [ ]

5 ;
Choose the soﬁjtion that maximiseos ;

end if

[ (k+1)]: update([ (k)];[ (k)]);;

(k+1) = (k) 4 (k) -

get: K (k+1); [p(k+D) ];’

int
[R (k+1) ] - [Fi(r|1(t+1) ] (k+1) [Fext];
Err = k[R&*D ]k;
end while
end for

L'algoritmo e implementato nella function _
NonLinearSolverArcLengthControl , riportata qui di seguito.

function NonLinearSolverArcLengthControl(Global)

% %
FreeDof = Global.External.FreeDof;

UR = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);

uF = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);

ExternalForces = Global.External.ExternalForces;

psi = 1;
Maxlterations = 20;
% %

F = norm(ExternalForces,2);
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lambda = 0;
% %
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1); K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements
KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);
fIntElement = InternalForces(Global,ElementNumber);
K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);
fint = AssemblelnternalForces(fInt,fintElement,Global,ElementNumber);

end

fExt = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
Res = fInt-fExt;

Ds = zeros(Global.Mesh.TotDof+1,1);

% %
for Step = 1:Global.Solver.LoadSteps
% %
Dx = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
Dlambda = 0;
Iteration = 0; SubStep = 0; R = 100;
Err = 10"10;

lambdaStep = lambda;
ConfigurationStep = Configuration();
ConfigurationStep.xONodes = Global.Configuration.xONodes;
ConfigurationStep.tONodes = Global.Configuration.tONodes;
ConfigurationStep.t0GaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.t0GaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.t0OGaussPointsShear = Global.Configuration.tOGaussPointsShear;
ConfigurationStep.t0_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.t0_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.RONodes = Global.Configuration.RONodes;
ConfigurationStep.xNodes = Global.Configuration.xNodes;
ConfigurationStep.tNodes = Global.Configuration.tNodes;
ConfigurationStep.tGaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.tGaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.tGaussPointsShear = Global.Configuration.tGaussPointsShear;
ConfigurationStep.t_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.t_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending;
ConfigurationStep.RNodes = Global.Configuration.RNodes;

KStep = K;
ResStep = Res;
DsStep = Ds;

while Err > 10"-6 && lteration < Maxlterations
Iteration = Iteration+1;
nu nO
uR(FreeDof,1) = -K(FreeDof,FreeDof)\Res(FreeDof,1);
uF(FreeDof,1) = K(FreeDof,FreeDof)\ExternalForces(FreeDof,1);
A0 = (Dx+uR)*(Dx+uR)+psi*2*Dlambda’2*(ExternalForces*ExternalForces)-R"2;
Al = 2*uF*(Dx+uR)+2*psi*2*Dlambda*(ExternalForces™*ExternalForces);
A2 = uF*uF+psi*2*(ExternalForces*ExternalForces);
gammal = (-Al+sqrt(A172-4*A0*A2))/2/A2;
gamma2 = (-Al-sqrt(A1"2-4*A0*A2))/2/A2;
% %
if Step == 1 && lIteration ==
sgn = sign(det(K(FreeDof,FreeDof)));
if sign(gammal) == sgn
gamma = gammal;
else
gamma = gammaz;
end
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u = uR+gamma*uF;

Dx = Dx+u;

Dlambda = Dlambda+gamma;

Ds = [Dx;Dlambda*psi*F];
else

ul = uR+gammal*uF;
Dx1 = Dx+ul;
Dlambdal = Dlambda+gammal,;
Ds1 = [Dx1;Dlambdal*psi*F];
cosl = (Ds*Ds1)/R"2;
% %
u2 = uR+gamma2*uF;
Dx2 = Dx+u2;
Dlambda2 = Dlambda+gammaz2;
Ds2 = [Dx2;Dlambda2*psi*F];
cos2 = (Ds"*Ds2)/R"2;
% %
if cosl >= cos2

u = ul,

gamma = gammal,

Dx = Dx1;

Dlambda = Dlambdai;

Ds = Ds1;
else

u = uz;

gamma = gammaz;

Dx = Dx2;

Dlambda = Dlambda2;

Ds = Ds2;
end

end

nu nO
DxNodes = u(l:Global.Mesh.TotDofSurface);

DTNodes = u(Global.Mesh.TotDofSurface+1:Global.Mesh.TotDof,1);

UpdateSurface(Global,DxNodes); UpdateDirector(Global,DTNodes);

% %
lambda = lambda+gamma;
% %

fExt = lambda*ExternalForces;
fint = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);
K = zeros(Global.Mesh.TotDof,Global.Mesh.TotDof);
for ElementNumber = 1:Global.Mesh.TotElements

KElement = StiffnessMatrix(Global,ElementNumber);

fIntElement = InternalForces(Global,ElementNumber);

K = AssembleStiffnessMatrix(K,KElement,Global,ElementNumber);

fint = AssemblelnternalForces(fInt,fintElement,Global,ElementNumber);
end
nu nO
Res = fInt-fExt;
Err = norm(Res(FreeDof,1),inf);
% 0
if Iteration == MaxIterations

if SubStep ==

error('Reached max number of iterations');

end

R = R/2;

Dx = zeros(Global.Mesh.TotDof,1);

Dlambda = 0;

Iteration = O;

Err = 10"10;

lambda = lambdaStep;
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ConfigurationStep.xONodes = Global.Configuration.xONodes;
Global.Configuration.tONodes = ConfigurationStep.tONodes;
Global.Configuration.tOGaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.t0GaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.t0GaussPointsShear = ConfigurationStep.t0GaussPointsShear;
Global.Configuration.t0_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.t0_1GaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.t0_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.t0_2GaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.RONodes = ConfigurationStep.RONodes;
Global.Configuration.xNodes = ConfigurationStep.xNodes;
Global.Configuration.tNodes = ConfigurationStep.tNodes;
Global.Configuration.tGaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.tGaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.tGaussPointsShear = ConfigurationStep.tGaussPointsShear;
Global.Configuration.t_1GaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.t_1GaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.t_2GaussPointsMembraneAndBending = ...
ConfigurationStep.t_2GaussPointsMembraneAndBending;
Global.Configuration.RNodes = ConfigurationStep.RNodes;

K = KStep;
Res = ResStep;
Ds = DsStep;
end
% %
end
% %

Global.Plot.SavexNodesx(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,1);
Global.Plot.SavexNodesy(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,2);
Global.Plot.SavexNodesz(:,Step+1) = Global.Configuration.xNodes(:,3);
% %
Global.Plot.ForcePlot(Step+1,1) = lambda*Global.External.ExternalForce;
Global.Plot.DisplacementPlot(Step+1,1) = ...
-(Global.Configuration.xNodes(Global.Plot.NodePlot,3) ...
-Global.Configuration.xONodes(Global.Plot.NodePlot,3));

% 9 0
end
% %
end

L'analisi € svolta considerand@®0 step di incremento di uniformi, corripon-
denti ad un raggio pari aR = 10.

Sono inoltre previsti, nel caso non si raggiungesse la convergenza 00
iterazioni, un numero massimo di5 sottoincrementi, per i quali il raggio
viene dimezzato ad ogni sottoincremento. Nelle gure successive si riporta la
con gurazione deformata ad ogni step di carico. Il numero di step considerato
nel codice e indicato dal numero Steps.
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In gura 5.10 e riportata la con gurazione iniziale. In gura 5.11 sono
riportati i valori della forza esterna e dello spostamento verticale nel nodo
centrale ad ogni step di carico, confrontati con lintero percorso di carico
riportato in [12]. Si nota che, in questo caso, l'intero percorso tensionale
della struttura viene seguito.

In gura 5.14, si pud osservare un confronto fra i tre solutori. La con-
gurazione di equilibrio de nita da un'analisi in controllo di forza risulta
dall'intersezione fra la curva tensionale e la retta corrispondente alla forza
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esterna di riferimento al generico step. A partire dallo step, infatti, la con-
gurazione successiva corrispondente ad un ulteriore incremento della forza
esterna si ottiene con un cambiamento improvviso della con gurazione a forza
costante. Questo fenomeno € de nitenap-through

Al contrario, in un'analisi in controllo di spostamento, I'equilibrio € de -
nito dall'intersezione fra la curva tensionale e la retta verticale corrispondente
allo spostamento imposto. Analogamente a quanto descritto nel capoverso
precedente, a partire dallo steps, un successivo incremento di spostamen-
to determina una con gurazione di equilibrio attraverso un cambiamento
improvviso a spostamento (del nodo scelto per il tracciamento della curva)
costante. Questo fenomeno e de nitenap-back

Figura 5.13

I metodo e cace per risucire a seguire l'intero percorso tensionale é dato,
dunque, da un'analisi in controllo arc-lenth, la quale determina l'intersezione
fra la curva tensionale e l'iper-sfera de nita dalla seconda equazione del siste-
ma (5.7), la quale, considerando (senza perdita di generalita) una struttura
de nita da un singolo grado di liberta, si riduce ad una circonferenza nel
piano forza-spostamento.

167



Si riporta di seguito il main per richiamare I'algoritmo in displacement
control.

% Fem Solver for nonlinear geometrically exact shell element

% %
Global = Generate('InputFile');
NonLinearSolverArcLengthControl(Global);

% %
PlotConfigurations(Global);

Figura 5.14
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Conclusione

L'analisi di strutture a guscio rappresenta una tematica fondamentale dell'in-
gegneria strutturale, i moderni software commerciali di calcolo agli elementi
niti ne consentono uno studio sia in campo lineare, sia considerando la teoria
a geometria esatta.

La conoscenza al dettaglio della struttura di un codice come quello svilup-
pato nella presente tesi consente all'ingegnere un approccio piu consapevole
ai moderni programmi di calcolo, in modo da poterne conoscere le limitatezze
e di avere una visione piu critica dei risultati ottenuti. Un ulteriore vantag-
gio consiste nella possibilita di interfacciarsi con essi mediando lo sviluppo di
subroutine personalizzate, no a sviluppare veri e propri programmi completi
volti ad analisi al dettaglio di applicazioni particolari, talvolta di cilmente
reperibili in ambito professionale.

In ne, il codice presentato potrebbe de nire un punto di partenza per
eventuali sviluppi ulteriori. Rimanendo nella serie di pubblicazioni presa di
riferimento, [10]-[16], il primo intervento per completare le prime tre pub-
blicazioni potrebbe essere quello di aggiungere le analisildickling lineare
e non lineare, e di completare il codice originale implementando haixed
variational formulation e I'assumed strain methad

Fatto questo, si potrebbe pensare di estendere il codice alle successive
pubblicazioni della serie, considerando il grado di liberta relativo alle defor-
mazioni lungo lo spessore dello shell [13] ed implementando una formulazione
in modo da studiare super ci che presentano spigoli [16]. Oppure, conside-
rando ulteriori legami costitutivi, ad esempio il legame elastoplastico [14], e
risolvendo le equazioni in campo dinamico [15].

Si conclude questa tesi segnalando che, nel quarto e nel quinto capito-
lo, & riportato interamente il codice, in modo da consentire al lettore di
interfacciarsi con le applicazioni proposte al capitolo 5 in prima persona.
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